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Sei U € R cine orthogonale Matrix, z € RY, p(x) := Uz + 2z, Qs C R offen und
01 = (). Zeige, dass die Zuordnung u — u o ¢ als linearer Operator L?(Q1) — L?(Q2),
HY(Q) — HY(Q2) und H(Q1) — HE(Q2) ein isometrischer Isomorphismus ist!

Tipp: Substitutionsregel fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen.

Satz von Riemann-Lebesgue: Sei d € IN. Wie {iblich sei
Co(RY) := {ue C(RY) : lim o0 u(z) = 0}.

Fiir u € L'(R%) bezeichne 4 die Fouriertransformatierte von u. Zeige:

(a) Ist u € L'(RY), so ist @ € C(RY).

(b) Die Abbildung u + @ ist von L'(R?) nach L>(R%) stetig.

(c) Seiu € D(RY). Es gibt ein ¢ € R mit |a(z)| < ﬁ fiir 2 € R?. Insbesondere gilt
uE Co(Rd).
Tipp: Man kann die Rechenregeln fiir die Fouriertransformation ausnutzen.

(d) Fiir jedes u € LY(R?) ist & € Co(RY).
Erinnerung: Co(R?) ist in L>(£2) abgeschlossen.

Hinweis: Man darf hier ohne Beweis verwenden, dass D(R?) in L!'(R¢) dicht ist;
diesen Satz kann man genau wie im Fall L?(R%) zeigen.

Zeige die in der Vorlesung nicht bewiesene Inklusion
{ue L} (Q): qu e H*(R?) fiir alle n € D(Q)} C HE (Q)

fiir K € IN und eine offene Menge 2 ¢ R¥!

Dichtheit der Testfunktionen in H¥(R?): Sei d € IN. Wie iiblich sei H(R?) := L?(R%).
Sei n € D(Q) mit n(z) =1 fir |z| <1, und sei n,(x) := n(z/n). In der Vorlesung wurde
gezeigt, dass 0, (0, * u) fiir jedes v € L%(R?) in der Norm von L?(R%) gegen u konvergiert.
Zeige:

(a) Seien k € INg und (u,) und (v,) Folgen in H*(R%). Fiir alle Multiindizes a € IN
mit |a| < k sei (D%u,) in L®(R?) beschrinkt und (D%v,,) in L?(R?) beschrinkt.
Dann ist die Folge der Produkte (u,v,) in H*(RY) beschrinkt.

(b) Sei k € Ny, a ein Multiindex, und w® := nl® D%, Fiir jeden Multiindex 3 ist die
Folge (DPw®) in L°(RY) beschrinkt.

(c) Ist u € H*(R?), k € INg, so konvergiert (n, (o, * 1)) in H*(R?) gegen u.
Bemerkung: Dies zeigt, dass die Testfunktionen D(R?) in H*(R?) dicht sind, also
HJ(RY) = H*(RY).

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss09/pde.html




