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32. Mazimumsprinzip fir schwach subharmonische Funktionen: Sei Q C R offen, f € L%(Q),
f<0,X2>0, und sei u € H}() eine schwache Losung der Gleichung Au — Au = f.

(a) Sei A =0. Zeige, dass u™ in Hj(Q) liegt, schlussfolgere [, [Vut|? = 0, und beweise
damit u < 0! (2)
Losung: Wir beweisen die Aussage direkt fiir A > 0, was auch den zweiten Aufga-
benteil positiv beantwortet.

Dass die Funktion ™ in H}(Q) liegt, siecht man, indem man u durch eine Folge
(up) in D(Q) C HL(Q) approximiert und beobachtet, dass die Folge (u;}) dann in
HI(Q) c HY(Q) liegt und gegen u™ konvergiert.

Da die Ableitung von u® durch Vu™ = Vuly,s0 gegeben ist, ergibt sich dank
ut € H(Q) nach Definition der schwachen Lésung und wegen f < 0 und A > 0

/Q\VU‘F\Q:/QVuVW:/Sl(f—)\u)u+:/{u>0}(fu—)\u2)SO.

Dies ist nur fiir Vu™ = 0 méglich. Laut Vorlesung folgt hieraus wegen ut € H{(Q),
dass u™ = 0 ist, was man dquivalent als u < 0 schreiben kann.

(b) Sei A > 0. Gilt auch unter dieser Voraussetzungen stets u < 07 (1)

Losung: Ja, wie schon im ersten Aufgabenteil bewiesen wurde.

33. Mazximumsprinzip mittels Dirichlet-Prinzip: Sei Q C R? offen und beschriinkt, g € C(9Q),
g >0,G e HY Q) NCK) eine H'-Fortsetzung von g und v € H'(Q) die eindeutige
H!-Losung des zugehérigen Dirichletproblems, also Au = 0 und u— G € H} (). Zeige:
(a) Ist G >0 und u — G sogar in H}(Q), so ist u™ — G in H}(Q). (2)
Losung: Sei K C 2 kompakt und u(z) — G(z) = 0 fir x ¢ K. Wegen G > 0 ist
dann u(z) > 0 fiir x ¢ K. Also ist

ut(z) — G(z) = u(z) — G(x) =0
fir + ¢ K, was zeigt, dass u™ — G kompakten Triger hat. Laut Vorlesung ist
ut € HY(Q), woraus also insgesamt u™ — G € HL(Q) C H} () folgt.

(b) Ist (¢n) eine Folge in HL(Q2), die in H(Q) gegen u — G konvergiert, und setzt man
Up = pn + G, so konvergiert und (u;” — G) in H'(2) gegen ut — G. (1)

Losung: Aus der Stetigkeit von u +— u™, siche Aufgabe 22, folgt
uf = (o +G)T = (u—G+G)T =ut.

(c) ut —G e H D). (2)

Losung: Wir kénnen ohne Einschrankung G > 0 annehmen. Anderenfalls kann man
G durch G7 ersetzen, was wegen g > 0 wiederum eine H'-Fortsetzung von g ist,
denn in der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Eigenschaft u — G' € HZ () nicht von
der konkreten Wahl der H'-Fortsetzung G von g abhingt.



Nach Definition von H}(f2) gibt es eine Folge von Testfunktionen (¢y,), also insbeson-
dere eine Folge in H}(Q), die in H(2) gegen u — G konvergiert. Mit u,, := ¢, + G
ist dann nach dem ersten Aufgabenteil u,;} — G in HE(2), und die Folge konvergiert
nach dem zweiten Aufgabenteil gegen ut — G. Aus der Abgeschlossenheit von H{ ()
folgt nun die Behauptung.

(d) w=u", alsou>0. (2)
Hinweis: Es soll das Dirichlet-Prinzip verwendet werden.

Lésung: Nach dem vorigen Aufgabenteil ist u™ — G in Hg (). Wire u # u™, so
wiirde aus dem Dirichlet-Prinzip

[va < [ 196tP = [ Vil 1 < [ (9uP
Q Q Q Q

folgen, ein Widerspruch. Folglich muss u = u™* gelten, also u > 0.

34. Allgemeiner linearer elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung in Divergenzform.:
Sei © C RY offen und beschréinkt. Seien a;;, bj, ¢; und e in L%°(Q). Fiir den formalen

Differentialoperator
d d d
Ly :=— Z D; (Z ai; Diu + bju) + Z c;iDiu + eu
j=1 i=1 i=1
und eine Funktion f € L?(f2) versteht man unter einer schwachen Lisung des Problems

Lu=f inQ,
(D) B
u=0 auf 99,

eine Funktion v € H}(£2) mit

d d d
ar(u,v) = Z /QaijDiuDjv+Z/ijuDjv—I—Z/gzciDiuv%—/ﬂeuv:/va
j=1 i=1

1,j=1

fiir alle Testfunktionen v € D(Q2). Es gebe a > 0 mit

d
> aigti&; > alél?
ij=1
fiir alle &€ € RY. Zeige:
(a) Die Form ay, ist auf Hg(Q) x HE(Q) bilinear und stetig. (1)

Losung: Die Bilinearitét ist offensichtlich. Zudem gilt

d d
lar(u,0)] < D llagllool Daull2l| Dyolla + > 1b5lloolull2l| Djovll2
ij=1 j=1
d

+ > lleillocl Dsullallollz + llelso lullzlv]l2
i=1

< Mllull grollvll (o)

fir

d d d
M=) laglloo + ) Ibsllso + D llcilloo + llelloc.
j=1 i=1

i.j=1



Konvergiert (u,,) in H} () gegen u und (v,,) gegen v, so folgt hieraus

|az(un, vn) = ar(u, )| < lar(un, vn — )| + lar(un — u, )]

< Mljun |l g1 llvn = vl g10) + Mlun — ull g1 1ol 1) — 0,

da in diesem Fall (||un | g1(q)) beschrinkt ist. Dies zeigt die Stetigkeit von af.

Gibt es 0 < 2o mit Z;l:l(bj + ¢;)? < 2de fast iiberall, so besitzt (D) eine eindeutige
schwache Losung.
Tipp: Fir x,y € R und € > 0 gilt xy < %xz + 2—153/2.

Losung: Da in der Definition der schwachen Losung der Raum D(2) dquivalent
auch durch H{(Q) ersetzt werden kann, braucht man nur nachzuweisen, dass das

Problem, ein u € Hg () mit
N
Q

fiir alle v € H}(Q) zu finden, eine eindeutige Losung besitzt. Nach dem Satz von
Lax-Milgram ist dies der Fall, wenn a, koerziv ist. Dank der Poincaré-Ungleichung
braucht man also nur zu zeigen, dass es ein 1 > 0 gibt, fiir das die Abschétzung

ar(u,u) > 77/ |Vu|2
9]

fiir alle u € H(Q) gilt.
Nach Voraussetzung ist

Z/a”DuDu>a/]VU|2

3,j=1

Die Terme erster Ordnung kann man mittels

d d d
Z/ bjuDju—i-Z/ciDiuuz —Z/ |b;i + ¢i| | Diul |ul
j=17% =179 =179
Z/ 1Dl 4 o I+ il uf?)
——2/Q|Vu] —/Q;% u

abschétzen Setzt man dies zusammen, ergibt sich unter Verwendung der Voraus-
setzungen an ¢

d
aufu) = (= 3) [ 1val+ [ (c Z Gl Y >y [ vur

mit n = o — % > 0, also gerade die bendtigte Abschétzung.

Sind b; und ¢; stetig differenzierbar und gilt Zle(Dibi + D;c;) < 2e fast tiberall, so
besitzt (D) eine eindeutige schwache Losung.

Losung: Wie im letzten Aufgabenteil geniigt es, die Abschétzung

ar,(u,u) > 77/ ]VuP
Q



fiir ein n > 0 nachzuweisen. Da beide Seiten der Ungleichung stetig in u € H&(Q)
sind, braucht man dies nur fiir « im dichten Unterraum D(Q) zu tun. Fir v € D(Q)
gilt aber mit partieller Integration und der Produktregel

d d d
Z/ bjuDju—i-Z/ ciDjuu = —Z/ D;((b; + ¢;)u)u
j=17% i=1 79 i=1 79
d d
= — Z/ Di(bi + ci)u2 — Z / (bi + cl)Dzuu
=179 =179

Sortiert man die Terme um, zeigt dies

d d d

1
E /bjuDju+ g /ciDiuu:— g /Dz‘(bi+ci)u2~
j=17% =178 215 Ja

Insgesamt erhélt man also nach Voraussetzung

d
1
> 2 _ - (h. . 2> V 2
aL(u,u)_a/QWu] +/Q<6 2;:1Dz(bz+cz))u _77/Q‘ ul

mit 7 := a.

(d) Sind alle Funktionen hinreichend regulér und ist u eine schwache Losung des Problems,
so ist der Ausdruck Lu in der oben angegebenen Form wohldefiniert, und eine regulére
Funktion u, die in H}(€2) liegt, ist genau dann eine schwache Losung, wenn sie Lu = f
erfiillt. Versuche, moglichst schwache Regularitdtsvoraussetzungen zu stellen!

Loésung: Seien zusitzlich zu den bisherigen Voraussetzungen a;; und b; in Hﬁ)C(Q)
mit Dya;; und Dib;j in LS (€2) fiir alle k. Die Produktregel fiir Sobolevfunktionen
garantiert, dass a;;D;u und bju fiir u € HZ _(Q) wieder in H] _(Q) liegen. Also ist
Lu fiir alle Funktionen in H2 () im Sinne von schwachen Ableitungen erklirt, und
Lu e L3 ().

Eine Funktion v € H2_(Q)NH(Q) mit Lu = f im Sinne von schwachen Ableitungen
heifst starke Losung von (D). Nach Definition der schwachen Ableitung erfiillt eine

starke Losung fiir jede Testfunktion v € D(Q) die Gleichung

/va:/QLuv:aL(u,v),

ist also eine schwache Losung.
Ist umgekehrt u eine schwache Losung, die in HZ () liegt, so gilt nach Definition

der schwachen Ableitung und der schwachen Losung

/QLuvzaL(u,v):/va

fiir alle v € D(Q). Da die Testfunktionen in L?(§) dicht liegen, stimmt daher Lul|y
fiir jedes U € Q in L?(U) mit f|y iiberein. Das zeigt Lu = f fast iiberall, also dass
u eine starke Losung ist.

Bemerkung: Setzt man iiberall statt schwacher Differenzierbarkeit klassische Dif-
ferenzierbarkeit voraus, liefern die gleichen Argumente ein analoges Resultat fiir
klassische anstelle von starken Losungen.

35. Mazimale Regularitit elliptischer Differentialoperatoren zweiter Ordnung auf R¢ mit kon-
stanten Koeffizienten: Seien a;j;, bj, ¢; und e reelle Zahlen und die Matrix (a;;) symmetrisch
und positiv definit. Wir betrachten das Problem

d d d

Lu = — Z aiijDiu — Z bij’LL + ZCzDzU +eu=f,
ig=1 =1 =1

4



fiir eine Funktion f € L?(R%), wobei der schwache Losungsbegriff analog zu Aufgabe 34
definiert wird. Man kann wie in Teil (c) von Aufgabe 34 zeigen, dass das Problem fiir e > 0
zu jedem f € L?(R?) eine eindeutige schwache Losung besitzt. Zeige:

(a)

Es gibt ein ey = eg(aij, bj, ¢;) > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir e > ey und jedes
f € L*(RY) die schwache Losung des Problems in H?(R?) liegt.

Losung: Als Heuristik kann man mit der Uberlegung starten, dass die Fouriertrans-
formierte @ einer Losung u nach den Rechenregeln der Fouriertransformation die
Gleichung

f::]—"f:]-"( ZawD iDju — ZbDu—i—Zc@Du%—eu)

,j=1
d
= Z ai; T Fu — Z tbjx; Fu + Z i Fu+ eFu = mu
ij=1 j=1 i=1
mit
d d d
) = Z Qi T;T; — Zibjxj + Z’Lcl.’ﬂl +e

ij=1 j=1 i=1
erfiillen muss.
Fiir den eigentlichen Beweis sei a > 0 der kleinste Eigenwert von a = (a;j),

n:=95>0,und ey :=1n+ [P +1el® Hc‘ . Dann gilt mit b := (b;), ¢ := (¢;) und = = (z;)
fir e > e

T

m(z) = zlax — bl z +iclz + e > alz|? — |b||z] — |c| |z| + e

« 1
> alzl* = Sl = —(bI* + [el*) + e = n(|la* + 1)
fir n :== § > 0, wobei der Tipp mit € := § verwendet wurde. Also erfiillt v := % die
Abschétzung

’f‘Q 2\2 _ | £|2
o(@)2(1+ |2])” < Iz ’2+1>(+|x\) 117,

was wegen f € L?(R%) nach Definition v € H?2 (RY) zeigt. Laut Vorlesung gibt es also
ein v € H*(R?) mit 4 := Fu = v. Fiir dieses u gilt nun mit der gleichen Rechnung
wie in der Heuristik

F(Lu) = mi = f,

was dank Eindeutigkeit der Fouriertransformation Lu = f zeigt, also dass u die
Gleichung sogar im Sinne von schwachen Ableitungen (also stark) 16st. Wie in Teil (d)
der vorigen Aufgabe weist man nun leicht nach, dass u auch eine schwache Losung
ist, die eindeutige schwache Losung also in H?(RY) liegt.

Ist f € L?(R%) und u € H'(RY) eine schwache Losung, so ist u € H?(R?).

Losung: Sei u eine schwache Losung. Dann ist u fiir jedes A € R auch eine schwache
Losung des Problems
Lu+ M= f+ \u.

Wiéhlt man A > eg — e, so erfiillt der neue Differentialoperator L + A die Bedingungen
des ersten Aufgabenteils. Da f + Au nach Voraussetzung in L2(RY) liegt, zeigt dies
nach dem ersten Aufgabenteil u € H?(RY), also die Behauptung.

(4)



