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Differentialgleichungen II: Blatt 1

Bitte im SLC fiir die Vorlesung anmelden!

1. Sei I C R ein offenes Intervall und X ein Banachraum iiber IK = R oder KK = C. Die

Funktionen f,g: I — X und a: I — C seien differenzierbar. Zeige, dass folgende Funktionen
ebenfalls differenzierbar sind und bestimme die Ableitung:

(a) f+g;
(b) af;
(¢) (f,9)x (unter der Annahme, dass X ein Hilbertraum ist);

Sei X ein (reeller oder komplexer) Banachraum und A € Z(X). Zeige:
(a) Fiir jedes T > 0 konvergiert die Reihe ¢! := 5" (A"

n!
(b) Fiir t,s € R gilt et+5)4 = ¢t4 es4,

gleichméfig in t € [T, T).

(c) Die Funktion ¢ — e ist stetig differenzierbar mit Ableitung

d et = At = A
dt

Bonusaufgabe: Sei A eine Banachalgebra. Das bedeutet, A sei ein (reeller oder komplexer)
Banachraum versehen mit einer assoziativen, bilinearen Operation A x A — A, (A, B) —
AB = A - B (die die Rolle einer Multiplikation spielt), fiir die ||A - B|| < ||A|| || B]| fir alle
A, B € A gilt. Zeige:
(a) Sei X ein Banachraum. Beziiglich der Operatornorm ist .#(X) eine Banachalgebra.
(b) Die Multiplikation (A, B) — AB ist stetig.

(c) Ist I C R ein offenes Intervall und sind A, B: I — A differenzierbare Funktionen, so
ist AB ebenfalls differenzierbar und (AB) = A'B + AB'.

(d) Es gebe ein multiplikativ neutrales Element F € A. Wir setzen A? := E fiir alle
A € A. Dann bildet die Menge G = {e*4 : t € R} eine abelsche Gruppe beziiglich
der Multiplikation, wobei e*4 wie in Aufgabe [2] definiert sei.

Hinweis: Man mache sich zuerst selbst klar, dass sich alle Aussagen in Aufgabe
auf diese Situation iibertragen.

(e) Seien A, B € A. Es ist genau dann e/A+5) = !4 et fiir alle t € R, wenn A-B = B-A
gilt.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss10/dgl2.html
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