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Differentialgleichungen 1I: Blatt 3

9. Sei U C C ein Gebiet mit 0 € U. Sei A: U — C™*™ holomorph und z: U — C" eine
Losung der Gleichung 2'(z) = A(z)x(z). Wir schreiben z(z) = 370 zx2". Zeige:

10.

(a)

(b)

Ist A(z) = Ap konstant, so ist xp = A(ZTO fiir alle & € INg. Schlussfolgere, dass
z(2) = e0% 2 gilt!

Sei ¢ =1 und cp41 = (30 + 1)¢ fiir £ > 0, also ¢y = Hf;é(Bi +1). Man kann dies
unter Verwendung des Pochhammer-Symbols (a)o =1, (a); :==a(a+1)---(a+j—1)
fiir j > 1 auch als ¢, = 3°(3), fiir £ > 0 ausdriicken. Ist z(0) = (}) und A(z) = (2}),

so ist
_Ce 0 0
T3¢ = <(3OZ)'> 5 T30+1 = <0) 5 T3p4+2 = ( Co+1 )
(30+2)!

fiir alle £ € INg.

Sei G C R x K" ein Gebiet. Die Funktion f: G — K" erfiille die Bedingungen
des Satzes von Picard-Lindeldf. Fir (t9,z0) € G bezeichnen wir mit z(¢; to, xo) die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems 2'(t) = f(t,z(t)), x(to) = zo auf dem
maximalen Losungsintervall I(tg, xg) C R. Sei (to,z¢) € G und t1 € I(tg, zp). Setze
x1 = x(t1;to, xo). Dann ist natirlich (t1,21) € G. Zeige, dass I(to,xo) = I(t1, 1)
und z(t; to, o) = x(t;t1, 1) fur alle t € I(tg, z0) = I(t1, 1) gilt!

Sei G C K" ein Gebiet und f: G — K" stetig differenzierbar. Wir verwenden
die gleichen Bezeichnungen wie im vorigen Aufgabenteil, diesmal in Bezug auf das
Anfangswertproblem /() = f(x(t)), (0) = zo. Zeige, dass fur alle tg,t; € R und
xo € G die Relationen I(to,xo) = I(0, o) +to und x(t; to, zo) = x(t —to; 0, x0) erfiillt
sind fiir ¢ € I(to, xo) erfiillt sind!

In der Situation des vorigen Aufgabenteils nehmen wir an, dass fiir alle ¢y und x( stets
I(tg, z0) = R gilt. Sei fiir jedes t € R die Funktion ®; auf G durch ®(x) = z(t; 0, x¢)
definiert. Zeige, dass ®;: G — G fiir jedes t > 0 stetig ist und das Halbgruppengesetz
Dy = Dy o Oy erfiillt!

Hinweis: Fiir die Stetigkeit von ®; geniigt ein Verweis auf die passende Stelle im
Skript.

Sei A € IK™*™. Schlussfolgere aus dem vorigen Aufgabenteil die Funktionalgleichung
elt+s)A — et4 o34 fiir 5.t € R, die bereits aus Aufgabe 2 bekannt ist!

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss10/dgl2.html
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