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Losungen Differentialgleichungen II: Blatt 3

9. Sei U C C ein Gebiet mit 0 € U. Sei A: U — C™*™ holomorph und z: U — C" eine
Losung der Gleichung '(z) = A(z)x(z). Wir schreiben z(z) = 370 z2". Zeige:

(a)

Ist A(z) = Ap konstant, so ist xp = Aifo fiir alle k& € INg. Schlussfolgere, dass

z(2) = e0% z¢ gilt!

Losung: Nach Bemerkung 1.4.4 ist in diesem Fall (k+ 1)z = Apxo fiir alle £ € IN.
Mit vollstandiger Induktion ergibt sich hieraus sofort die geschlossene Formel fiir zy.
Also ist

>, Akgy > (Ap2)k
o(e) =3 A S ot
k=0 ’ k=0 )

fiir alle z im Konvergenzradius der Reihenentwicklung von x. Nach dem Identitétssatz
gilt diese Gleichheit somit auf ganz U.

Sei ¢p =1 und ¢py1 = (30 + 1)¢y fiir £ > 0, also ¢p = Hf;é(?n’ + 1). Man kann dies
unter Verwendung des Pochhammer-Symbols (a)o =1, (a); =ala+1)---(a+j—1)
fiir j > 1 auch als ¢, = 3¢(3), fiir £ > 0 ausdriicken. Ist z(0) = (}) und A(z) = (2}),

S0 ist .
_Ce 0 0
T3y = <(3Z)!> ,  L3+1 = (0) y L3442 = ( Cot1 )
0 (3¢+2)!

fiir alle £ € INp.

Losung: Wir schreiben x3, = (ug, vx)? mit ug, vy, € C. Also ist ug = 1 und vg = 0.
Nach Bemerkung 1.4.4 ist dann

upl (0 1 up\ (v (0O

U1 - 0 0 Vo - 0 - 0/
Das zeigt die Formel fiir zg und x7 in der Behauptung. Sei die Formel fiir alle zj, bis
zu einem k > 1 bewiesen. Nach Bemerkung 1.4.4 ist

ug+1) (0 1 U 0 0 Up—1) Ve
(E+1) <Uk:+1) - <0 0> (Uk> " (1 0) \vk—1)  \wk-1) "
Wir unterscheiden drei Falle. Ist k 4+ 1 = 3/ fiir ein £ € IN, so folgt aus der Indukti-
onshypothese und obiger Formel

_ (use) _ 1 (vze-ny42) _ YA T _ &)
= ()= (o) - () - ()

Ist hingegen k + 1 = 3¢ + 1 fiir ein £ € IN, so ergibt sich analog x3p4+; = 0. Im Fall
k+ 1 =3¢+ 2 mit £ € INg schlieklich erhalten wir

() ~ ()~ ()
Z = o= c = | co(3¢+1 = [ .
T 3042 (37;)' (eéz;;)!) (3;5)!

In allen drei Fallen konnten wir also den Induktionsschritt durchfiihren. Somit ist
die Formel fiir alle k£ € INy richtig, was die Behauptung zeigt.




10.

(a)

Sei G C R x K" ein Gebiet. Die Funktion f: G — K" erfiille die Bedingungen
des Satzes von Picard-Lindelof. Fiir (¢9,z9) € G bezeichnen wir mit z(¢; to, x¢) die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems z'(t) = f(t, z(t)), x(t9) = 2o auf dem
maximalen Losungsintervall I(tg, z9) C R. Sei (to,z9) € G und t1 € I(tp, o). Setze
x1 = z(t1;to, x0). Dann ist natiirlich (¢1,z1) € G. Zeige, dass I(tg,x0) = I(t1,21)
und x(t; tg, xo) = x(t; t1, x1) fiir alle t € I(tg, z9) = I(t1,z1) gilt!

Losung: Sei y(t) = x(t;to, o) auf I(to,x0) und 2(t) = z(t;t1,x1) auf I(t1,21).
Nach Wahl von z; ist dann y(¢;) = x1, und nach Definition ist z(¢1) = z1. Zudem
gilt nach Voraussetzung y'(t) = f(¢,y(t)) und 2'(t) = f(t, 2(t)) auf dem jeweiligen
Definitionsbereich der beiden Funktionen.

Die Funktionen y und z 16sen also dasselbe Anfangswertproblem. Somit stimmen die
beiden Funktionen nach dem Satz von Picard-Lindel6f auf ihrem gemeinsamen Defini-
tionsbereich iiberein. Da zudem beide Losungen maximal gewéhlt sind, kann nicht die
eine eine Fortsetzung der anderen sein, was bedeutet, dass ihre Definitionsbereiche
zusammentfallen, also I(ty, z9) = I(t1,x1) gilt.

Sei G C K" ein Gebiet und f: G — K" stetig differenzierbar. Wir verwenden
die gleichen Bezeichnungen wie im vorigen Aufgabenteil, diesmal in Bezug auf das
Anfangswertproblem ' (t) = f(x(t)), 2(0) = . Zeige, dass fur alle ty,t; € R und
xo € G die Relationen I(tg, z9) = 1(0,x0) +to und z(t; to, o) = x(t —to; 0, ) erfiillt
sind fiir t € I(to, zo) erfiillt sind!

Losung: Sei y(t) == x(t; to, zo) auf I(to, xo) und z(t) == x(t—to; 0, ) auf I(0, zo)+to.
Dann ist y(tg) = xo und z(tg) = z¢. Zudem gilt

() = a'(t —t0;0,20) = f(2(t — to; z,20)) = f(2(t))

fiir alle t € I(0,z0) + to. Also 16sen y und z dasselbe Anfangswertproblem. Wie im
vorigen Aufgabenteil folgt hieraus die Behauptung.

In der Situation des vorigen Aufgabenteils nehmen wir an, dass fiir alle ¢y und zq stets
I(tg, z9) = R gilt. Sei fiir jedes t € R die Funktion ®; auf G durch ®4(x) = z(t; 0, z¢)
definiert. Zeige, dass ®;: G — G fiir jedes t > 0 stetig ist und das Halbgruppengesetz
Dy s = Py 0 By erfiillt!

Hinweis: Fiir die Stetigkeit von ®; geniigt ein Verweis auf die passende Stelle im
Skript.

Losung: Es muss (nach Definition einer Losung) x(t;t9,z9) € G fiir alle t € R,
to € R und zp € K" gelten, also ®;(G) C G. Die Stetigkeit von ®, ist die Aussage
von Abschnitt 1.3.1 im Skript. Schlieflich gilt noch fiir jedes zg € G

Dy s(z0) = 2(t + 5;0,20) = x(t + s35,2(s;0,20)) = x(t; 0, 2(s; 0, z0))
= ®4(Ps(20)) = (Pt 0 s)(0)

nach den vorigen beiden Aufgabenteilen, was die Behauptung zeigt.

Sei A € IK™*™. Schlussfolgere aus dem vorigen Aufgabenteil die Funktionalgleichung
eltts)A — ot o34 iy s ¢ € R, die bereits aus Aufgabe 2 bekannt ist!

Losung: Wir betrachten speziell die Differentialgleichung 2/(t) = Ax(t). Wir wis-
sen schon, dass die Losung zur Anfangsbedingung 2(0) = x durch z(t) = ez
gegeben ist, also ®; = e*4 gilt. Die Funktionalgleichung fallt hier also mit dem
Halbgruppengesetz zusammen.



