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Losungen Differentialgleichungen II: Blatt 6

18.

19.

Sei
Lx = Az, Ux=0

eine nicht entartete Eigenwertaufgabe auf [a,b], o die zugehorige Eigenwertmenge und Gy
fiir A &€ o der Green’sche Operator. Zeige, dass G zu einem beschrénkten linearen Operator
von Ls(a,b) nach Cla, b] fortgesetzt werden kann!

Bemerkung: Diese Aufgabe kombiniert Teile der Aussagen der Aufgaben 3.4.3 und 3.4.4
im Skript. Diese diirfen somit natiirlich nicht fiir den Beweis verwendet werden.

Losung: Sei zuerst f € Cla,b]. Dann ist

b
mar| < ([ 160 ar) Cisl < 0 - 021

M, = sup ‘G(t77—7 )‘)’
t,7€a,b]

laut Satz 3.3.1 endlich ist. Dies zeigt bereits, dass Gy zu einem stetigen Operator von Lo
nach L, fortgesetzt werden kann.

Da aber Gy f fiir alle f € C[a, b] sogar die Losung einer Differentialgleichung und insbeson-
dere stetig ist, wird eine dichte Teilmenge bereits in den abgeschlossenen Unterraum Cla, b]
abgebildet. Also bildet der Operator ganz Ly stetig nach Cla, b] ab.

Sei L ein nicht entarteter Differentialoperator, fiir den das Eigenwertproblem
Lz = Az, Ux=0

auf [a, b] selbstadjungiert ist, vergleiche §3.2 und §3.3 im Skript. Es bezeichne o die Menge
der Eigenwerte des Problems. Sei G die zugehdrige Green’sche Funktion und Gy fiir A € o
der Green’sche Operator. Laut Vorlesung gibt es ein vollstdndiges Orthonormalsystem
(en)nen von Lo bestehend aus Eigenfunktionen zu zugehorigen Eigenwerten (A, )nen. Zeige:

(a) Ist e, eine Eigenfunktion zum Eigenwert \,, so gilt

O = X

fiir alle A € 0.
Losung: Nach Satz 3.3.1 ist Gye, die (eindeutige) Losung des Problems

Lx = Az + ey, Uzx=0

Problem, was die Behauptung zeigt.

Offenbar lost z = /\

(b) Fiir jedes f € Lo gllt

> en(t)
Gaf)(t fren) e,
A n; L2 )N




wobei die Reihe gleichméfig beziiglich ¢ € [a, b] konvergiert.
Losung: Weil (e,,) vollstdndiges Orthonormalsystem bildet, gilt

f = Z <fa €n>L2 €n,
n=1

wobei die Reihe in der Norm von L9 konvergiert. Weil Gy nach der vorigen Aufgabe
ein stetiger Operator von L9 nach Cla, b] ist, gilt dann

oS = (fren)z, (Gren)()

n=1
wobei die Konvergenz gleichméfig in ¢ € [a, b] ist.

(c) Ist >, W < oo fiir ein p & o, so gilt

fir alle A\ € o, wobei die Konvergenz im Sinne von Ls([a,b]?) zu verstehen ist.
Inbesondere gilt die Identitat fiir fast alle ¢ und 7, fiir die die Reihe auf der rechten
Seite konvergiert.

Losung: Sei A € o fest. Man sieht sofort, dass die Bedingung in der Voraussetzung
nicht von der konkreten Wahl von p abhéngt. Also ist

(t,7,n) —
eine Funktion in £o(IN x [a, b]?). Nach dem Satz von Fubini ist die Reihe
i en(7)en(t)
An — A
n=1

konvergent in Lo([a,b]?), und andererseits gilt nach Fubini und dem vorigen Aufga-
benteil

b
/ G(t, 7, N f(r) dr = (Gaf)(t) =

@ p=1

fiir alle f € Lo im Sinne von Lo-Funktionen in ¢. Das bedeutet, dass fiir alle f, g € Lo

/ab /ab <G(t’ A = i W)ﬂ?)g(t) drdt =0

n=1

gilt. Weil Funktionen der Form (t,7) + f(7)g(t) in L2([a,b]?) dicht sind, zeigt dies
die Behauptung.

Die Zusatzbehauptung folgt sofort aus der Tatsache, dass eine Lo-konvergente Folge
nach Ubergang zu einer Teilfolge punktweise fast iiberall gegen ihren Grenzwert
konvergiert.

20. Berechne Eigenwerte, Eigenfunktionen und Green’sche Funktion fiir das Problem
—2" = Az, z(0)=2z(1)=0

auf [0, 1]!



Losung: Fir A = 0 l6sen nur affin lineare Funktionen die Differentialgleichung, von denen
nur z = 0 zudem die Randbedingungen erfiillt. Also ist 0 kein Eigenwert, was zeigt, dass
das Problem nicht entartet ist. Aus der Vorlesung ist bereits bekannt, dass das Problem
selbstadjungiert ist. Wir miissen also nur nach reellen Eigenwerten suchen.

Sei nun A € R, A # 0 beliebig. Aus den Grundvorlesungen ist bekannt, dass

Ty (t) _ ei\/jt

ein Fundamentalsystem der Gleichung bildet, wobei v/—A komplex sein kann. Um die
Bedingung z(0) = 0 zu erfiillen, kénnen wir also nur bis auf skalare Vielfache nur

z(t) = VA o—V=AE

als Losung zulassen. Ist nun A < 0 (und v/—X > 0), so ist dieser Ausdruck fiir alle ¢ > 0
positiv, was der Bedingung z(1) = 0 widerspricht. Also ist A > 0 zur Erfiillung der
Gleichung nétig, und wir schreiben dann

2(t) = VA — o=V — 9 gin(v/At).

wobei wir per Konvention v/A > 0 withlen. Die Bedingung x(1) = 0 ist dann #quivalent zu
VA € nZ. Wir haben also die (normierten) Eigenfunktionen

en(t) = V2sin(nnt)

zu den Eigenwerten
2_2

Ap = N°T
mit n € IN gefunden und zudem gezeigt, dass das Problem keine weiteren Eigenfunktionen
besitzt.

Alternativ hitte man die Eigenfunktionen raten kénnen und danach (beispielsweise mit
Fourierreihentheorie) zeigen miissen, dass sie bereits ein vollstandiges Orthonormalsystem
bilden, um nachzuweisen, dass es keine weiteren gibt.

Wir sind nun in der Situation des letzten Aufgabenteils der vorigen Aufgabe. Also ist die
Green’sche Funktion durch

sin(nmt) sin n7rT)
G(t, 7, A) = 22 252 _

gegeben. Man kénnte G auch konkreter ausrechnen, indem man den Beweis von Satz 3.3.1
nachverfolgt.



