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Losungen Differentialgleichungen II: Blatt 7

21. Sei G :=C\ {0}, a auf G holomorph, und sei x in einer Umgebung von z = 1 eine Losung
der Gleichung 2'(2) = a(z)z(z) mit (1) # 0. Zeige:

(a) Ist a(z) = ¢ mit o € C, so hat = genau fiir o € Z eine holomorphe Fortsetzung auf

ganz G.

Losung: Die Losung ist in einer Umgebung der 0 offenbar durch
x(z) = e*198(2) 1(1) = 2%2(1)

gegeben, wobei wir den Hauptzweig des Logarithmus wéahlen. Die Funktion x besitzt
genau dann eine holomorphe Fortsetzung auf G, wenn sich aus der oberen und aus
der unteren Halbebene die gleiche Fortsetzung auf die negative reelle Achse ergibt,
also

lim e®(og(M+i) _ iy, elog(r)+id)

Y—m Y——m

flir alle r > 0 erfiillt ist. Das ist genau dann der Fall, wenn

fe% ¢ —QTt
e =€

gilt, was wiederum zu
2mia € 2L
dquivalent ist, also zu a € Z.

Sei der Poincaré-Rand r von 0 endlich. Dann gibt es eine ganze Funktion F' mit
F(0) # 0, ein Polynom @ vom Grad r (bzw. @ = 0 falls » = 0) mit Q(0) = 0 und
eine Zahl L € C, fiir die

2(z) = F(z)z" eQ01/2)

in einer Umgebung von z = 1 erfiillt ist, wobei wir fiir 2~ = e1°8(2) den Hauptzweig
des Logarithmus wéhlen.

Losung: Nach Definition ist

a(z) = Z anz"

n=—r—1
mit gewissen Koeffizienten a,,, wobei a_,_1 # 0 gilt. Eine Stammfunktion A von a
ist durch

—92 %)
A = 30 S banlog(a) + )0 T = QQ1/z) + Llog(2) + £(2)
n=0

n=—r—1

und L = a_1 gegeben, wobei




22,

eine ganze Funktion ist, da die Laurentreihe auf ganz G konvergiert. Offenbar erfiillt
Q die Gradbedingung und Q(0) = 0.
Die Losung x von 2/(z) = a(z)z(z) hat die Form

z(z) = cet?)

fiir eine Konstante ¢ € C. Wir setzen F(z) := ce/(*). Dann ist F eine ganze Funktion

und es gilt
x(z) = ceQ(/2)+Llog(2)+f(2) — F(z)zL oQ(1/2)

wie behauptet.
(c) Eine Funktion x lasst sich auf einem Gebiet in C auf hochstens eine Art als
2(z) = F(z)z" eQ01/2)
mit einer ganzen Funktion F' mit F(0) # 0, einer Zahl L € C und einem Polynom @
mit Q(0) = 0 schreiben.
Loésung: Seien Fy und F5 ganze Funktionen, Iy und Lo in C und @1 und Q-
Polynome, es sei F1(0) # 0, F5(0) # 0, Q1(0) = 0, Q2(0) = 0, und es gelte
Fi(2)z51 e@(/2) = By ()22 ¢@2(1/2)
auf einem Gebiet. Dann hat

Si-Lologz) _ 200 _ B(2) gu179-0ui1/2)
2l Fy(2)
eine meromorphe Fortsetzung auf G, was nur fiir k := L1 — Ly € Z der Fall sein
kann, vergleiche hierzu den ersten Aufgabenteil. In diesem Fall ist dann aber die
linke Seite der Gleichung eine meromorphe Funktion auf C, was zeigt, dass z = 0
keine wesentliche Singularitat von

Q2(1/2)-Q1(1/2)

ist, also dass sich ()1 und Q)2 hochstens um eine additive Konstante unterscheiden
konnen. Wegen Q1(0) = 0 = Q2(0) folgt hieraus Q1 = Q2 und wir haben

ok F(2)
Fi(z)
bewiesen. Weil die rechte Seite nach Voraussetzung in einer Umgebung von z = 0

holomorph und nullstellenfrei ist, muss k = 0 sein, also L; = Ls gelten, und dann
folgt aus der vorigen Gleichung auch Fy = F5.

Bemerkung: Durch Umskalieren ergibt sich, dass es genau eine Losung dieser Form von
x'(z) = a(z)x(2) gibt, fir die zusdtzlich F(1) =1 gilt.

Sei 7 € IN. Bestimme den Poincaré-Rang des Systems

)= (1 g)ee

berechne ein Fundamentalsystem X mit X (1) = I, und entscheide, ob die Singularitét
z = 0 regular ist!

Losung: Der Poincaré-Rang ist offenbar r. Man bestimmt leicht das Fundamentalsystem

xe=( b)

Nun ist also | X (z)| < ¢|z|™" fiir eine Konstante ¢ > 0. Weil jede Losung Linearkombination
der Spalten von X ist, zeigt dies, dass jede Losung der Gleichung bei z = 0 héchstens wie

eine Potenz von z~! wichst, also dass 0 ein regulérer Punkt des Systems ist.



23. Seien m und n natiirliche Zahlen, A € C™*™ B € C™"*" und C € C™*". Es gebe keine
komplexe Zahl, die gleichzeitig Eigenwert von A und B ist. Zeige, dass es dann genau eine
Matrix X € C™*" gibt, fir die

AX - XB=C
gilt!
Losung: Die Gleichung AX — X B = (' ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit
mn Gleichungen und ebensovielen Unbekannten. Die eindeutige Losbarkeit fiir jede rechte
Seite ist also dquivalent dazu, dass das homogene Gleichungssystem AX — BX = 0 nur die

triviale Losung X = 0 besitzt. Sei also X eine Matrix mit AX — X B = 0. Wir miissen nur
X =0 zeigen.

Sei A ein Eigenvektor von B. Es ist
(A-NX-X(B—-\)=0,
also
X=(A-N"1X(B-)),

da A — X nach Voraussetzung invertierbar ist. Wir zeigen per Induktion nach p, dass Xv =0
fiir jeden Hauptvektor v der Stufe p € IN von B zum FEigenwert A gilt, also fiir alle v mit
(B—X\)Pv=0und (B — AP lv#£0.

Fiir p = 1 ist dies wegen
Xv=(A-N"'X(B-Xv=0

fiir alle v mit (B — A)v = 0 klar. Sei die Behauptung fiir ein p richtig, und sei v ein
Hauptvektor der Stufe p 4+ 1. Dann ist w := (B — \)v ein Hauptvektor der Stufe p und
somit nach Induktionshypothese Xw = 0. Folglich ist

Xv=(A-N"'XB-Nv=(A-N""Xw=0,

was die Behauptung zeigt.

Wir haben gezeigt, dass X auf allen Hauptradumen von B verschwindet. Da C” eine direkte
Summe dieser Hauptriaume ist, wie aus der Theorie zur Jordan’schen Normalform bekannt
ist, muss bereits X = 0 gelten. Dies zeigt nach der einfithrenden Erklarung die Behauptung.



