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Losungen Elementare Funktionentheorie: Blatt 2

4. Bestimme den Konvergenzradius folgender Potenzreihen; die Stirling’sche Formel darf
hierbei als bekannt vorausgesetzt werden:

n=1

Losung: Wir benutzen im Folgenden die Formel
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fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe. Da in dieser Formel die Koeffizienten
(an) nur in einem Grenzprozess fiir n — oo auftritt, spielt das Verhalten von endlich
vielen Koeflizienten fiir den Konvergenzradius keine Rolle. Insbesondere héngt der
Konvergenzradius nicht von der unteren Grenze der Summation ab.

In diesem Beispiel folgt aus ¥/n? — 1 (n — oo) unmittelbar R = 1.

R =

Losung: Benutzt man die Stirling’sche Naherung
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so ergibt sich
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also R = e, wobei sich die Konvergenz der auftretenden Grenzwerte ergibt, wenn
man die Gleichung von rechts nach links liest.
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Losung: Da V/nF — 1 fiir jedes k € IN richtig ist, folgt sofort R = 1.
0 _,5n

= 2" 7

Loésung: Man beachte, dass in dieser Potenzreihe nur jeder fiinfte Koeffizient nicht

verschwindet. Es ist also as,, = g—nl fir n € Ny, und a; = 0 fiir alle restlichen k& € INg.

Somit ist
limsup {/|a,| = limsup {/|as,| = limsup
n—o00 n—o00 n—00

was auf R = /2 fiihrt.

o0

Zz”!.

n=0

1
\5/57



Losung: Wir schreiben F' := {n!: n € IN} C IN. Sei ¢ < 1 beliebig. Ist |z| < g, so

gilt

o o o0
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n=1 keF k=0 k=0
was nach dem Majorantenkriterium die Konvergenz der Potenzreihe fiir diese Werte
von z zeigt. Der Konvergenzradius der Reihe ist also mindestens 1.
Speziell fiir z = 1 konvergiert die Reihe aber offenbar nicht, da die Summanden keine
Nullfolge bilden. Also ist der Konvergenzradius hochstens 1.
Insgesamt zeigt dies R = 1. Dies hétte man aber auch direkt mit der Formel fiir den
Konvergenzradius sehen kénnen; man muss nur beobachten, dass die Koeffizienten
ayn, beschrankt sind, aber nicht gegen 0 konvergieren, um limsup,,_, ., W =1
schlussfolgern zu kénnen.

5. Entscheide, in welchen Punkten ihres natiirlichen Definitionsbereichs folgende Funktionen
f komplex differenzierbar sind:

(a)

f(z) =7

Losung: Wir verwenden im Rest der Aufgabe stets die Tatsache, dass eine Funktion
f genau dann in einem Punkt z = = + iy komplex differenzierbar ist, wenn u := Re f
und v := Im f die Beziehungen u, = v, und uy, = —v, in diesem Punkt erfiillen.
Speziell hier ist u(x,y) =  und v(z,y) = —y, also u, # v, fiir alle  + iy € C. Die
Funktion f ist also nirgendwo komplex differenzierbar.

f2) = |21%

Losung: Hier ist u(z,y) = 22 + y? und v(x,y) = 0. Es gilt also u, = 22 = 0 = v,
und v, = 2y = 0 = —wv, genau fiir x + iy = 0. Die Funktion f ist also nur in 0
komplex differenzierbar.

f(z) = IER

Losung: Nehmen wir an, die Funktion f ist in einem Punkt zy # 0 komplex
differenzierbar. Offenbar ist f(zp) # 0. Da die Funktion g(w) = ﬁ nach Vorlesung
auf C\ {0} holomorph ist, wire dann auch go f im Punkt zy als Komposition komplex
differenzierbarer Funktionen komplex differenzierbar. Wegen (g o f)(z) = |z|? ist dies
nach dem vorigen Aufgabenteil aber nur fiir 29 = 0 moglich, und dieser Punkt ist
nicht im Definitionsbereich. Folglich ist f in keinem Punkt seines Definitionsbereichs
komplex differenzierbar.

6. Sei Q C R? offen, und sei ' := {x + iy : (z,y) € Q}. Eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion w:  — R heifst harmonisch, wenn Au(z,y) = Ugs(x,y) + uyy(z,y) = 0 fiir alle
(x,y) € Q gilt. Zeige:

(a)

Sei f: ' — C holomorph. Wir definieren u(x,y) := Re f(z + iy) und v(z,y) =
Im f(z + dy) fir (z,y) € Q. Sind u und v zweimal stetig differenzierbar, so sind u
und v harmonisch.

Bemerkung: In der Vorlesung wird noch gezeigt werden, dass eine holomorphe
Funktion beliebig oft differenzierbar ist. Die Voraussetzung, dass u zweimal stetig
differenzierbar ist, ist somit stets erfillt.

Losung: Ist f holomorph, so sind die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
Uy = vy und u, = —v, erfiillt. Leitet man die erste Gleichung nach z und die zweite
nach y ab und wendet den Satz von Schwarz iiber die Vertauschung von partiellen
Ableitungen an, ergibt sich

AU = Uy + Uyy = Vyp — Vgy = 0.

(2)



Analog erhélt man
AV = Vg + Vyy = —Uyg + Ugy = 0,

was die Behauptungen zeigt.

Sei 2 ein sternférmiges Gebiet und u: 2 — R zweimal stetig differenzierbar. Ist u
harmonisch, so gibt es eine zweimal stetig differenzierbare, harmonische Funktion
v:  — R mit der Eigenschaft, dass f(z + iy) := u(z,y) + iv(z,y) eine holomorphe
Funktion f auf Q' definiert.

Hinweis: Es darf benutzt werden, dass ein stetig differenzierbares Vektorfeld (p, q)
auf einem sternférmigen Gebiet genau dann eine Stammfunktion ¢ (auch Potential
genannt, d.h. es gilt Vo = (p, q)) besitzt, wenn die Integrabilititsbedingung p, = g,
erfiillt ist.

Losung: Das Vektorfeld (—uy, u,) erfiillt wegen —uyy = ug, die Integrabilitatsbe-
dingung im Hinweis, besitzt also eine Stammfunktion v, was genau u, = v, und
uy = —v, bedeutet. Fiir dieses v erfiillt f := u + v die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen, ist also holomorph. Dass v harmonisch ist, folgt nun aus dem
vorigen Aufgabenteil.



