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Losungen Elementare Funktionentheorie: Blatt 6

19. Bestimme das Residuum Res,, f fiir jede isolierte Singularitét zp der Funktion f und gib
jeweils die Windungszahl x(7; zp) an! Bestimme zudem den Wert von f,y f(z)dz:

(a)

)= 2 aB(0);

A 2.2
Losung: Der Nenner von f faktorisiert zu

22?2 =222 - ) =2 (e —n)(z+ 7).
Der Nenner hat also jeweils eine einfache Nullstelle bei z = —7 und z = 7 und eine
doppelte Nullstelle bei z = 0. Da auch der Zihler einfache Nullstellen bei z = —,
z = 0 und z = 7 hat, sind die isolierten Singularitdten bei z = —m und z = 7 hebbar,
wihrend bei z = 0 ein Pol erster Ordnung vorliegt.

Somit ist Res_, f = Res; f = 0 und

Resy f = h_r}r(l)(zf(z)) = lim _sinz) __ 1

20 2(22 — 72) 72’
wobeil wir % — 1 fiir z — 0 benutzt haben.

Der Weg v umkreist jede dieser drei Singularitdten genau einmal, und wie in der
Vorlesung angegeben muss dies fiir die Zwecke der Ubung aufier nach expliziter
Aufforderung nicht weiter begriindet werden. Ein mogliches Argument wére aber,
dass der Mittelpunkt eines Kreises laut Vorlesung Windungszahl 1 hat und die
Windungszahl auf Zusammenhangskomponenten von C \ Sp~ konstant ist.

Nach dem Residuensatz ist nun

1
21

/f(Z) dz = X(’Y; _77) Res_ f + X(’}/; 0) Reso f + X(’y;ﬂ') Res; f = _%7
v

also [ f(z)dz = -2

24244
f(z)= ﬁ, ~(t) = 5cos(t) + bisin(2t), t € [0, 27];
Loésung: Man kann f als
2z —2)2
fla) =22
(z+2)
schreiben. Also hat f als einzige Singularitit einen Pol zweiter Ordnung bei z = —2.

Nach der Formel in der Vorlesung ist dann

Res_o f = lim i((z—l— 2)2f(z)> = lim (2(,2 - 2)) = —8.

z——2 dz z——2

Untenstehende Skizze von v zeigt, dass der Punkt z = —2 einmal negativ umrundet
wird. Es ist also x(v;—2) = —1.

Aus dem Residuensatz folgt nun
/f(z) dz =2mi - (—1) - (—8) = 16m.
v
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()

z
f(e) = =, 7= 9B(0);
Losung: Die Singularitdten sind die Punkte z der Form z = 7wk mit k € Z. In 2 =0
ist dies eine hebbare Singularitét, also Resy f = 0, in den anderen Punkten ein Pol
erster Ordnung. Zur Berechnung dieser Residuen kann man beispielsweise mit den

Rechenregeln der Vorlesung fiir g(z) := z und f(z) = sin(z)

Respr = = g(km) Resgr — = g(k = = km(—1
eSkI f g( 7'(') eSk f g( 7T) f/(kﬂ_) COS(kW) 7T( )
schlussfolgern.
Die Windungszahlen sind x(v;z9) = 1 fiir 29 = —7, 20 = 0 und 2y = 7 und

X(7; 20) = 0 fiir die anderen isolierten Singularitéten z.
Der Integralwert ist also

/ f(z)dz = 27ri(1 (-1 1041 77(—1)1) = 2ri(n — ) = 0.

f(z) =e'%, v = 8Bs(2 + 3i).

Losung: Die einzige Singularitdt von f ist bei z = 0, und diese ist eine wesentli-
che Singularitéit. Die Laurentreihenentwicklung von f um z = 0 ergibt sich unter
Verwendung der Potenzreihenentwicklung von exp zu

©  __n 0 n
z z
IO PSS g
n! — |n|!
n=0 n=-—00

Hieraus liest man nach Definition des Residuums sofort Resg f = % =1 ab.
Die Windungszahl von v um z = 0 ist 1, da der Kreis um 2 + 3¢ mit Radius 5 wegen

124+3i>=4+9=13<25=75

den Punkt z = 0 enthalt.
Das Integral hat nach dem Residuensatz den Wert

L £(2) dz = 2ni.

3)



Hinweis: Wie iiblich sollen Kreislinien hier positiv (d.h. gegen den Uhrzeigersinn) durch-
laufen werden. Die Windungszahlen miissen nicht berechnet werden, sondern diirfen aus
einer Skizze abgelesen werden.

20. Berechne den Wert folgender Integrale:

(a)

> 1
/ de,
PN S

Lésung: Fiir P(z) =1, Q(z) =1+ 2% und f == g ist laut Vorlesung

/001+ 5 / f(x dx—ZWZZReszkf

wobei zj, die Nullstellen von () in der oberen Halbebene durchlauft.
Ist z eine Nullstelle von @, so ist

z = exp(2mk) = exp(ﬁ—ik)

12 6
fir k € {1,3,5,7,9,11}. Es gibt also 3 Nullstellen in der oberen Halbebene, ndmlich
z21 = et — @ + %, 29 = e6™ — 4 und 23 = eo™ = \f + 2 5, und diese sind einfach.

Als Residuen erhalt man

1 1 1 28—z
R = Res,, — = = =_"k__°%
o SRS G T Q) "6 6 6

Also ergibt sich als Integralwert

/°° 1 d 2772'( bt ) e 9; 2
r=———1%2 z z = —— 41 = —T.
o 14 ab 6 1T BT 3 3"

o0 1
d .
/0 (1+a2)3

Losung: Wie im vorigen Aufgabenteil sind nur die Nullstellen in der oberen Halb-
ebene von

Q(z) = (1+2°)° = (2 —1)*(z +1)°

zu untersuchen, also nur z = 4. Dazu entwickeln wir g(z) = G um 20 = ¢ in eine

(z+1
Potenzreihe. Die allgemeine Ableitung von g ist

—1)*(n + 2)!
g(n)(z) _ ( ) ( : n+3)
2(z +1)
flir n € Ny, wie man leicht durch vollstédndige Induktion zeigt. Also ist
o0 o
(=D"n+2)(n+1), . (n+2)(n+ )"t
ORI
n=0 n=0
und somit -
(n+2)(n+ 1"t
R e
n=0
woraus sich das Residuum zu
4.3.43 3i
ReSi f = T = —E

ergibt. Wie im vorigen Aufgabenteil sieht man nun

/OO 1 d 1/00 1 q . =31 3
———dr=— ———de =7 — = —7
o (1+22)3 2 J_ o (1+22)3 16 16

wobei zusétzlich benutzt wurde, dass der Integrand eine gerade Funktion ist.
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00 .3 G2ix
/ T dx,
oo 1+
Losung: Mit P(z) := 23, Q(z) == 1+ 2%, a = 2 und f(z) == PE? ¢'®* kann man
laut Vorlesung das Integral mittels

oo 3}3 e2i:p 00 m
/ T d:c:/ f(:c)dszm’ZReszkf
% - k=1

berechnen, wobei z; die Nullstellen von () in der oberen Halbebene durchliuft.
Die Nullstellen von @Q in der oberen Halbebene sind z; = e7 = @(1 + i) und

Zy = i = ?(—1 + ), und diese sind einfach. Das Residuum in diesen Punkten ist
laut Rechenregel

O

Res., f — Res P(z)e** _ P(zp) % _ 23 2 _ 2%k
2k 2k Q(Z) Ql(zk) 422 1

Somit ist

0 .3 L2 211 ) )
/ 7316—1—61'4 de = %Z (e‘ﬁZ e_‘/i—i—e_‘/ile_‘/i) =i e_ﬁcos(\/ﬁ).

o
/ COST .
0 1 -+ 1'2 ]
Tipp: cosz = Ree™
Losung: Weil der Integrand eine gerade Funktion ist, gilt

[e’s) 1 o0 1 [e%¢) i
/ LosT :UQ dr = / LosT x2 dr = = Re/ & 3 dx.
o l4+=z 2 )_ol+z 2 o 142

Mit P(2) =1, Q(z) =1+ 22 = (z —i)(z +1i), a:= 1 und f(2) == %emz ist die
einzige Nullstelle von () in der oberen Halbebene die einfache Nullste&le z =1, und

es gilt

Q) ~ 2¢

* cosz 1 —1 T
d :7R, 2 ) —— = —.
/0 11227 2 e( mZe) 2e

Res; f =

Daraus ergibt sich




