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Losungen Elementare Funktionentheorie: Klausur 1

1. Priifen Sie, in welchen Punkten z € C die Funktion

komplex differenzierbar ist!

Losung: Wir scheiben f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) mit
u(z,y) =Im((z + iy)Q) +ax=2xy+ux

und v(z,y) = —y. Dann sind v und v reell stetig differenzierbar. Nach den Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen ist f genau dann in z = x 4 iy komplex differenzier-
bar, wenn dort

2y + 1 = ug(z,y) = vy(x,y) = —1

und
2z = uy(xay) = _Ux($7y) =0

gilt, also genau fiir (z,y) = (0, —1). Somit ist f genau in z = —i komplex differenzierbar.

Bestimmen Sie ord(f; zp) fiir

(71 —1)2 + log(z) cos(z — 1)

f(z) = (z —1)°sin(z — 1)

und zp := 1 und geben Sie die Art der isolierten Singularitdt von f bei zg an!
Hinweis: Die Rechenregeln, die in der Ubung fiir die Ordnung bewiesen wurden, diirfen
ohne weitere Begriindung verwendet werden.

Losung: Es ist

denn alle diese Funktionen sind holomorph in z = 1, und mit Ausnahme von cos(z — 1)

haben diese Funktionen eine Nullstelle bei z = 1 mit nicht verschwindender Ableitung.

Nach den Rechenregeln fiir die Ordnung von Summen, Produkten und Quotienten hat der
Nenner eine Nullstelle erster Ordnung in z = 1 und es gilt ord(f;z9) = —5. Also hat f
einen Pol (genauer: einen Pol fiinfter Ordnung) bei z = 1.

Entwickeln Sie
2z —10

R [y

um 29 = 0 in eine Potenzreihe und geben Sie ihren Konvergenzradius an!
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Losung: Wir zerlegen f in Partialbriiche, also

a b
M=t
mit @ = 1 und b = 1. Wie in der Ubung schreiben wir die beiden Summanden als Potenzreihe
mittels
I | 1 2"
z—-3 3 1-%2  34=3n
—
und
1 z"
z—1 7 = ™

Insgesamt haben wir also

Die Potenzreihe konvergiert genau auf der grofsten Kreisscheibe um z = 0, auf die f
holomorph fortgesetzt werden kann, also auf B3(0). Der Konvergenzradius ist somit R = 3.

sin?(2)
22(22 +1)(22 - 9)

Berechnen Sie / dz fiir y(t) = 2¢', t € [0, 27]!

¥
Loésung: Die Funktion

.2
sin®(z)

22(22+1)(22 -9)

ist holomorph auf C\ {0,7,—7,3,—3} und hat in z = 0 eine hebbare Singularitit, also
Resy f = 0, wihrend die ibrigen isolierten Singularitdten Pole erster Ordnung sind. Nach
den Formeln aus der Vorlesung ist

g(+i)

Resy; f = W (x)

mit g(z) == Zzi(lfz(fz)) und h(z) = 2% + 1. Wegen g(+i) = Sinigﬂ) = Sinfo(i) ist

sin? ()

Resi f = =50

= —Res_; f.

Die Punkte 0, —i und ¢ werden von « genau einmal umkreist, die Punkte —3 und 3 werden
nicht umkreist. Nach dem Residuensatz ist also

/f(z) dz = 2mi <Reso f + Res; f + Res_; f) =0
.

. . 1 4 22
Bestimmen Sie den Wert des Integrals 1 dz!
0 T
Hinweis: sin(j) = sin(?jf) = cos(§) = —cos(?jf) = %

Lésung: Setze P(z) = 1+2%, Q(2) == 1+z% und f == g. Dann ist deg Q > deg P+ 2 und

Q hat keine reellen Nullstellen, und genauer hat @ die Nullstellen T mit k € {1,3,5,7},
wovon nur

% — cos(%) + isin(}) = —= +
zZ1 = ¢€ :COSZ ZSIHZ :7 —=
2 V2

und
37 3

zp=e1 =cos(¥) +isin(F) = -——+
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in der oberen Halbebene liegen. Zudem ist laut Vorlesung und wegen z,ﬁ =-1

P(zp) l—i—zg :_zk—i—zg _ At

el = Gt~ a T

Nach Vorlesung folgt dann

14 a2 1 [ 1+2a? ,
/O mdﬂ'): 2/_7001_"_x4dx:7TZ<Reszlf+Resz2 f)
o 21 m

i (21 + 2)
=——(214+2)=——" = —.
Formulieren Sie den Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen, also seine Voraussetzungen
und die Schlussfolgerung, nicht aber den Beweis!

Losung: Sei 2 C C ein Gebiet und f und g holomorphe Funktionen auf Q2. Es gebe zg € Q2
und z € Q, 2z # 20, mit limg_, o 2 = 20, fiir die f(z;) = g(zx) fiir alle k£ € IN gilt. Dann
ist f(z) = g(z) fir alle z € Q.

Geben Sie einen Beweis fiir den Hauptsatz der Algebral!

Losung: Hierfiir wurden im Laufe der Veranstaltung mehrere Beweise vorgestellt. Fin
typischer ist der folgende: Angenommen, es gibt ein nicht-konstantes Polynom p ohne
Nullstelle. Wegen |p(z)| — oo fiir z — oo gibt es dann ein g9 > 0 mit |p(z)| > ¢ fur
alle z € C. Dann ist f(z) = zﬁ holomorph mit |f(z)] < %, also eine beschrankte ganze
Funktion. Nach dem Satz von Liouville muss f konstant sein. Dies ist ein Widerspruch
dazu, dass p nicht konstant ist, womit die Aussage bewiesen ist.

Sei 2 C C ein Gebiet z eine wesentliche Singularitét einer holomorphen Funktion f: €\
{z0} — C. Es gelte f(z) # 0 fiir alle z € Q\ {20}. Zeigen Sie, dass dann auch die Funktion
% in zg eine wesentliche Singularitiat hat!

Losung: Natiirlich ist zg eine isolierte Singularitat von % Wiére die Singularitét zg von %

hebbar oder ein Pol, also ord(%; 20) € Z, so wire nach den Rechenregeln in der Ubung

ord(f;20) = —ord(};zo) €z,

also die Singularitdt zp von f hebbar oder ein Pol im Widerspruch zur Voraussetzung. Also

ist zg eine wesentliche Singularitdt von %

Entscheiden Sie (ohne Begriindung), ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind, und
kreuzen Sie die entsprechende Antwort im Priifungsbogen an:

(1) Ist f eine ganze Funktion mit |f(z)| < ﬁ fiir alle z # 0, so ist f = 0.

Losung: Richtig: Die Funktion ist sicherlich beschriankt auf By(0), und die Voraus-
setzung liefert |f(z)| < 1 fiir z € C\ B1(0). Also ist f auf C beschréankt und somit
nach dem Satz von Liouville konstant. Die Voraussetzung lidsst dann nur noch die
Konstante f = 0 als Wert von f zu.

(2) Ist f holomorph auf C\ {20}, so hat die Laurentreihe von f die Form f(z) =

;if ~ 0n(z — 20)" mit Koeffizienten a,, € C, also einen trivialen Nebenteil.

Losung: Falsch: Ein Gegenbeispiel ist jede ganze Funktion f mit f # 0, beispielsweise
f=1
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Die Funktion f(z) := sin(1) ist holomorph auf C \ {0} und hat in z = 0 einen Pol
erster Ordnung.

Losung: Falsch: Zwar ist f tatséchlich auf C \ {0} holomorph. Allerdings ist z = 0
eine wesentliche Singularitdt von f, wie man sofort an der Laurentreihenentwicklung
ablesen kann.

Ist f holomorph auf einem Gebiet Q2 C C und gibt es ein 2y € Q2 mit f (")(zo) =0 fiir
alle n € Ny, so ist f = 0 auf €.

Losung: Richtig: Laut Vorlesung hat f eine Potenzreihendarstellung f(2) = "7 ; an(2—

(n
20)" auf einer Umgebung von zp mit a, = % = 0. Also ist f = 0 auf einer Umge-
bung von zg und daher nach dem Identitétssatz f = 0 auf (2.

Ist f eine ganze Funktion mit f(x) = f(—=x) fir alle z € R C C, so ist f(z) = f(—=2)
fiir alle z € C.

Losung: Richtig: Nach Voraussetzung verschwindet g(z) = f(z) — f(—2) auf R,
also auf einer Menge mit Haufungspunkt. Nach dem Identitétssatz ist dann g = 0,
was gerade die Behauptung ist.

Ist f(z) = log(z) der Hauptzweig des Logarithmus auf 2 := C \ R<y, also der Zweig
mit log(1) = 0, so gilt f(ab) = f(a) + f(b) fur alle a,b € Q.

Lésung: Falsch: Betrachte a := b := e’i'. Dann ist log(a) = log(b) = 2, aber
—27i

log(ab) = log T = loge™ = —%i #* 2. %, weil beim Hauptzweig das Argument
immer in (—7, ) gemessen wird.

Ist © C C sternférmig und f: 2 — C holomorph, so gibt es eine holomorphe Funktion

g: 2 — Cmit ¢" = f.

Losung: Richtig: Laut Vorlesung sind sternférmige Gebiete Elementargebiete. Also

gibt es F': Q — C mit F/ = f und dann auch g: Q — C mit ¢’ = F. Insgesamt ist
/!

g =1

Ist e*1 = e fiir komplexe Zahlen 21 und z9, so ist £—22
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eine ganze Zahl.

Losung: Richtig: Dies folgt aus der Tatsache, dass die Exponentialfunktion 27i-
periodisch und auf dem Streifen R x [0, 27i) injektiv ist.

Ist f eine holomorphe Funktion auf Q := C\ {5,1—1, —6}, so hat der Konvergenzradius
R der Potenzreihenentwicklung von f um zy = —2 die Eigenschaft R € {1/10,4,7,00}.

Losung: Richtig: Der Konvergenzradius ist der Radius der grofiten Kreisscheibe um
zo, auf die f holomorph fortgesetzt werden kann. Die Fortsetzbarkeit kann nur in den
Singularitéten scheitern: Der Konvergenzradius ist R = v/10, falls 1 — 4 nicht hebbar
ist. Anderenfalls ist R > 4 und man kann dhnliche Aussagen beziiglich der anderen
beiden Singularitédten treffen. Sind beispielsweise alle drei Singularitédten hebbar, so
ist R = oo.

Ist f eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet €2 C C und gilt Re f = Im f auf €,
so ist f konstant.

Loésung: Richtig: Da die Menge {z € C : Rez = Im z} keine inneren Punkte hat,
kann f(2) fiir eine Funktion f mit Re f = Im f keine offene Menge sein. Nach dem
Satz iiber die Gebietstreue ist dies nur fiir konstante Funktionen moglich.
Alternativ hierzu kann man mit den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
argumentieren: Schreibt man u = Re f und v :=Im f, so gilt u; = v, und uy, = —v,.
Wegen u = v ist dann

Uy = Vy = Uy = —Vp = —Uy,

woraus u, = 0 folgt, also auch u, = v, = v, = 0. Weil Q zusammenhéngend ist, erhalt
man hieraus, dass u und v konstant sind, dass also f konstant ist.



