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Gewohnliche Differentialgleichungen: Blatt 3

9. Bestimme die Losungen und deren maximale Losungsintervalle fiir folgende Anfangswert-

10.

probleme:
(a) y'(t) =ar ctan(ey(t) cos(y(1)) gin(y (t))) sin(t)—cos(t) 4,(0) = 0;
(b) y'(t) = (t+cos(t))\/1+y(t)?, y(0) =
(c) y'(t) = cos(t) +sin(t)y(t), () 0;
(d) y'(t) = (t+y(t) +1)% y(0) =

(a) Sei g: RY — RY stetig. Die Funktion y: [0, 00) — R erfiille 4/ (t) = g(y(t)) fiir alle
t > 0 und konvergiere fiir t — oo gegen ein a € R?. Zeige g(a) = 0!

(b) Sei 8 >0,0 < Kj < yo < Ky, und sei y die eindeutige Losung der Differential-
gleichung v/ (t) = B(Ka — y(t))%(y(t) — K1)y(t) zum Anfangswert y(0) = yo auf
dem maximalen Losungsintervall I C R. Zeige I = R, lim;,_ y(t) = K; und
limy o0 y(t) = K3!

11. Sei I C R ein kompaktes Intervall und C(I) der Raum der stetigen Funktionen auf I,

versehen mit der Supremumsnorm. Sei tg € I, yo € R, und sei f: I x R — R eine
stetige Funktion, die in der zweiten Variablen global Lipschitz-stetig ist. Sei ® durch
O(y)(t) == yo + ft’; f(s,y(s))ds fir y € C(I), t € I definiert. Zeige:

a) Der Operator ® bildet C(I) in sich selbst ab, d.h. ®(y) € C(I) fir alle y € C(I).

(a)

(b) Der Operator @ ist stetig von C(I) nach C(I).

(c) Seiy e C(I). Die Eigenschaft ®(y) = y ist dquivalent dazu, dass y das Anfangswert-
problem y/'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo lost.

Hinweis: Insbesondere ist also zu zeigen, dass aus ®(y) = y die Differenzierbarkeit
von y folgt.

12. Sei FY(I) der Vektorraum der beschrinkten, reellwertigen Funktionen auf einer Menge

I C R. Zeige:

(a) Die Supremumsnorm ||ul|s = sup,e; |u(t)| definiert eine Norm auf F°(I).

(b) Der Raum F®(I) ist ein Banachraum beziiglich der Norm | - ||co-
Anleitung: Sei (u,) eine Cauchy-Folge in F?(I). Zeige, dass (u,(t)) fiir jedes t € I
eine Cauchy-Folge in R ist, und schlussfolgere, dass (u,) einen punktweisen Grenzwert
u besitzt. Zeige dann, dass u wiederum beschrankt ist und (u,) sogar in Norm gegen
u konvergiert.

(c) Der Raum CP(I) der beschriinkten, stetigen Funktionen auf I ist ein abgeschlossener
Unterraum von F°(I).

(d) Der Raum CP(I) ist ein Banachraum beziiglich der Norm || - ||oo.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss10/dgl.html




