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Gewohnliche Differentialgleichungen: Blatt 4

13. Losungsgesamtheit fiir die Differentialgleichung y"(t) = y(t): In dieser Aufgabe werden
zuerst durch einen Potenzreihenansatz Losungen von y”(t) = y(¢) bestimmt. Danach wird
gezeigt, dass die gefundenen Losungen bereits alle Losungen dieser Gleichung darstellen.

Zeige:

(a)

()
(d)

()

Sei y eine Losung von y”(t) = y(t) auf R. Wir nehmen an, dass y in 0 analytisch
ist, also dass es eine Folge (ay)2, reeller Zahlen und einen Radius R > 0 gibt, mit
denen y(t) = Y32, axth fiir alle t mit |¢| < R gilt. Dann ist (k + 2)(k + 1)ag2 = a
fir alle k € INg.

Sei y eine in 0 analytische Losung von 3" (t) = y(¢) und R ein Radius, innerhalb
dessen die entsprechenden Potenzreihe um ¢ = 0 konvergiert und die Funktion
darstellt. Ist y(0) = 1 und ¢/(0) = 1, so ist y(t) = e fiir |t| < R. Ist y(0) = 1 und
y'(0) = —1, so ist y(t) = e ! fiir |t| < R.

Fiir alle a,b € R ist die Funktion y(t) := ae! + be™* eine Losung von y” () = y(t).
Fiir alle yp,y1 € R gibt es genau eine Funktion y: R — R, die zweimal stetig
differenzierbar ist und y”(t) = y(t), y(0) = yo und y'(0) = y; erfillt.

Ist y eine Losung von y”(t) = y(t) auf R, so gibt es a,b € R mit y(t) = ae’ + be".

14. Um das Anfangswertproblem y/(t) = f(¢,y(t)), y(0) = yo zu 16sen, betrachten wir wie in
der Vorlesung die Picard-Iterierten

t
yo(t) =yo und yp4+1(t) = yo +/O f(s,yn(s)) ds

fir n € INg, t € R.

(a)

(b)

Sei f(t,z) = 2+t und yo = 0. Zeige, dass y,(t) = ZZI% tk—k, firallen e Nund t € R
gilt, und berechne unter Verwendung dieser Information die Losung des zugehdrigen
Anfangswertproblems y'(t) = y(t) + ¢, y(0) = 0!

Sei f(t,z) = 22 und yp = 1. Bestimme yy, fiir k¥ € {0,1,2,3} und zeichne diese
Funktionen und die exakte Losung des Anfangswertproblems 3/ (t) = y(t)2, y(0) =1
in ein gemeinsames Schaubild ein!

Hinweis: Wihle fiir die ¢-Achse das Intervall [0, 1] und fiir die y-Achse das Intervall
[1,4].

15. Differentialgleichungen erster Ordnung gentigen: Sei D C R x R ein Gebiet, f: D — R,
und sei (t()a Yo, - - - aynfl) €D. Zeige:

(a)

Definiere g: D — R™ durch

g1t 0 1) = Uit1, 1=0,...,n—2
LT e fltug, ... up—1), i=n-—1,

wobei g = (go,...,9n_1)" sei, und z: I — R™ durch

2(t) = (y(6),y' (), y" ()T



gegeben ist. Eine Funktion y: I — R, t9 € I, ist genau dann eine Losung des
Anfangswertproblems

(AWP) {y(n) ®) = ft,y@®),y'@),...,y" @),
y(to) =10, y,(to) =YL - y(n_l)(to) = Yn—1,

wenn z das Anfangswertproblem 2/(¢) = g(t, 2(t)), z(to) = (Y0, Y1,- -, Yn—1) 10st.

Ist f stetig und in der zweiten Variablen lokal Lipschitz-stetig, so besitzt (AWP)
eine eindeutige Losung auf einem maximalen Losungsintervall.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss10/dgl.html




