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19.

Sei X eine nicht-leere Menge und (Yj)rew eine Folge topologischer Rdume, die jeweils das

erste Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillen. Zu jedem k € IN sei eine Funktion fr: X — Y} gegeben.

Wir versehen X mit der von F := {f; : k € IN} riickwérts induzierten Topologie. Zeige,
dass X dann das erste Abzahlbarkeitsaxiom erfillt!

Losung: Sei x € X beliebig, und sei By (fi(z)) jeweils eine abzéhlbare Umgebungsbasis
von fr(z) in Yy. Dann ist die Menge

B(z) = {ﬂ FN(By): By e Bk(fk(:c))}

nelN k=1

abzihlbar als abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen. Wir zeigen, dass B(z) eine
Umgebungsbasis von z ist.

Da f, stetig ist, ist f,;l(Bk) fiir jedes By € B (fr(x)) eine Umgebung von z. Also ist auch
der Durchschnitt (}_, f, ' (Bx) eine Umgebung von z, was B(z) C U(x) zeigt.

Sei nun U eine beliebige Umgebung von z. Dann gibt es n € IN und offene Mengen Oy, C Y}
mit

T € ﬂ £ (0g) C U,
k=1

da die Mengen dieser Form laut Vorlesung eine Basis von X bilden. Insbesondere ist
fr(x) € O fiir 1 < k < n und somit O, € U(fr(x)). Wahle jeweils ein By € By(fi(z)) mit
fr(z) € By C Og. Dann ist

zeB=f,"Be)C ) f'(Ox)CU
k=1 k=1

und B € B(z). Somit ist B(x) tatsichlich eine Umgebungsbasis von z.

Sei Y eine nicht-leere Menge und (X, )aer eine Familie topologischer Rdume. Zu jedem
a € [ sei eine Funktion f,: X, — Y gegeben. Zeige:

(a) Es gibt eine eine feinste Topologie T (F) auf Y, beziiglich der jede der Funktionen
fa stetig ist.
Tipp: Man zeige, dass T(F) = {O C Y : £, 1(O) offen fiir alle o € I} gilt.
Bezeichnung: Diese Topologie heiftt von F = {f, : a € I} vorwdrts induzierte
Topologie oder Finaltopologie beziiglich F.

Losung: Wir zeigen, dass
T(F)={0 CY: f,1(O) offen in X, fiir alle a € I}

eine Topologie auf Y definiert. Es ist klar, dass () und Y in 7 (F) liegen. Sind Og
Mengen in T (F), so ist fiir jedes a € T

fo! (U Oﬁ) =J £ (0s)
B 8

1

(®)



20.

offen in X, was |J; Op € T(F) zeigt. Analog dazu sieht man O1N 0, € T(F) fiir O
und Oz in F(T). Nach Definition von 7 (F) ist zudem klar, dass jede der Funktionen
fa beziiglich dieser Topologie stetig ist.

Sei nun 7 eine weitere Topologie auf Y, beziiglich der jede der Funktionen f, stetig
ist. Fiir O € T ist dann wegen Stetigkeit f;1(O) offen fiir alle o € I. Nach Definition
ist dann O € T(F). Wir haben T C T (F) gezeigt, also dass T grober ist als 7 (F).

Eine Funktion g: ¥ — Z in einen topologischen Raum Z ist genau dann stetig
beziiglich T(F), wenn g o fo: X, — Z fiir jedes a € I eine stetige Funktion ist.

Losung: Ist g stetig, so sind die Funktionen g o f, stetig als Verkettungen stetiger

Funktionen.
Sei nun g o f, stetig fiir alle @ € I. Sei O C Z offen. Dann ist (g o f,)"}(O) =
24971 (0)) offen in X, fiir alle @ € I, was nach dem ersten Aufgabenteil zeigt,

dass g~1(O) in Y offen ist. Also ist g stetig.

Setze R = |J,c1 fa(Xa). Dann ist die Spurtopologie von 7 (F) auf Y\ R die diskrete
Topologie.

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dass der Fall R # Y uninteressant ist. Viele
Autoren fordern daher R =Y in der Definition der Finaltopologie.

Losung: Wir zeigen, dass jede Teilmenge von Y \ R in der Spurtopologie offen ist.
Sei also M C Y \ R. Dann ist f,;}(M) = 0 fiir alle @ € I nach Definition von R.

Also ist M offen in Y und somit insbesondere offen in der Spurtopologie.

Zusatzinformation: Ist X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X,

so heift die von x — [z]. auf X/ ~ vorwiérts induzierte Topologie die Quotiententopologie.

Beispiel: R/Z ist homéomorph zur Einheitskreislinie versehen mit der Spurtopologie
beziiglich R?2.

(a)

Zeige, dass auf RN, N € N, die Produkttopologie als Produkt RY = Hfle R mit
der euklidische Topologie zusammenf&llt!

Losung: Es ist einfach zu sehen und aus den Grundvorlesungen bekannt, dass eine
Folge in RY genau dann beziiglich der euklidischen Topologie gegen einen Punkt
konvergiert, wenn sie koordinatenweise gegen den Punkt konvergiert, also genau
dann, wenn sie in der Produkttopologie gegen den Punkt konvergiert. Also sind die
folgenabgeschlossenen Mengen in beiden Raumen dieselben. Da beide Rdume das
erste Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen, haben sie somit die gleichen abgeschlossenen
Mengen, tragen also dieselbe Topologie.

Seien X ein topologischer Raum und f und g stetige Funktionen von X nach R.

Zeige, dass dann auch die Funktionen f 4 ¢ und f — g stetig sind!

Loésung: Die Funktion z ~ (f(x),g(z)) von X nach R? ist laut Vorlesung stetig
bezliglich der Produkttopologie, da sie koordinatenweise stetig ist. Es geniigt also
zu zeigen, dass die Abbildungen (z,y) — x % y stetig von R? nach R sind. Aus den
Abschétzungen

[(x £y) — (zo £ yo)| < |z —x0| + |y — yo| < 2max{|z — zol, |y — yol}
< 2y/max{|z — 2o, [y — 0|2} < 2/]z — 0|2 + |y — Y02

ergibt sich mit dem e-9-Kriterium, dass Addition und Subtraktion stetig beziiglich
der euklidischen Topologie sind. Aus dem vorigen Aufgabenteil folgt somit die
Behauptung.



