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Losungen Elemente der Topologie: Blatt 7
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Seien X und Y topologische Rdume und f: X — Y eine Funktion. Wir versehen den
Graphen G(f) == {(z, f(z)) : * € X} von f mit der Spurtopologie des Produktraums
X x Y. Sei 7 die Einschrankung der Projektion in die erste Koordinate auf G(f), also
w((x, f(x))) == z. Zeige:

(a) m ist bijektiv und stetig.

Losung: Die Bijektivitét ist offensichtlich. Nach Definition der Produkttopologie ist
die Projektion 711 : X xY — X, (x,y) =  stetig. Daher ist 7~1(0) = 7 *(0)NG(f)
offen in G(f) fiir jede offene Menge O C X, was die Stetigkeit von 7 zeigt.

(b) 7 ist genau dann ein Homéomorphismus, wenn f stetig ist.

Loésung: m ist genau dann ein Hom&éomorphismus, wenn die Umkehrabbildung
x> (z, f(x)) stetig ist, was laut Vorlesung dquivalent dazu ist, dass die Abbildung
komponentenweise stetig ist. Da die Identitdt stets eine stetige Abbildung ist, ist
dies dquivalent zur Stetigkeit von f.

(¢c) SeiY ein Hausdorff-Raum. Ist f stetig, so ist G(f) abgeschlossen.
Losung: Sei f stetig. Fixiere ein Netz (x;,y;) in G(f), also y; = f(z;), das gegen
einen Punkt (z,y) € X x Y konvergiert. Dann gilt z; — = und y; — y, und wegen
Stetigkeit von f auch f(z;) — f(z). Weil in Hausdorff-Raumen Grenzwerte eindeutig
bestimmt sind, folgt y = f(x), was (z,y) = (z, f(z)) € G(f) zeigt. Wir haben
bewiesen, dass G(f) (netz-)abgeschlossen ist.

(d) Es gibt Hausdorff-Rdume X und Y und eine unstetige Funktion f: X — Y, fiir die
G(f) abgeschlossen ist.

Losung: Wihle X :=Y := R mit der euklidischen Topologie und f(x) := %]1{990}.

Zeige, dass ein topologischer Raum X genau dann ein Hausdorff-Raum ist, wenn die
Diagonale A := {(x,z) : * € X} im Produktraum X x X abgeschlossen ist!

Loésung: Sei X ein Hausdorff-Raum. Da die Identitédt stetig ist, ist A nach der vorigen
Aufgabe abgeschlossen.

Sei nun A abgeschlossen und somit A¢ offen. Fiir Punkte z # y in X gilt (z,y) € A°. Es
gibt also offene Mengen O; und Os in X mit (x,y) € O1 x O C A°. Das bedeutet x € Oy,
y € O3 und O1 N 02 = (), womit die Hausdorf-Eigenschaft nachgewiesen ist.

Sei X ein topologischer Raum, in dem jedes Netz hochstens einen Grenzwert besitzt. Zeige,
dass X ein Hausdorff-Raum ist!
Bemerkung: Die Umkehrung dieser Aussage wurde bereits in der Vorlesung bewiesen.

Losung: Sei X kein Hausdorff-Raum, also die Diagonale A nicht abgeschlossen in X x X.

Wihle (z,y) € A\A. Dann ist # # y und es gibt ein Netz (z;) in X mit (z;, 7;) — (z,y), was

x; — x und z; — y bedeutet. Dieses Netz (z;) hat somit zwei unterschiedliche Grenzwerte.

Sei X ein kompakter topologischer Raum, I eine gerichtete Menge, und fiir jedes ¢ € I sei
fi: X — R eine stetige Funktion. Fiir jedes x € X konvergiere das Netz (f;(x));er monoton



fallend gegen eine Zahl f(x) € R, und die dadurch definierte Funktion f: X — R sei stetig.

Zeige, dass das Netz (f;) dann gleichméfig gegen f konvergiert, also dass es zu jedem € > 0
ein ig € I gibt mit |f;(x) — f(x)| < ¢ fiir alle ¢ > iy und alle z € X. Zeige zudem, dass die
Aussage im Allgemeinen falsch ist, falls X nicht kompakt oder f nicht stetig ist.
Hinweis: Wir sagen, dass ein Netz (y;);c; monoton fallt, falls y; < y; fiir alle i > j gilt.

Losung: Sei e > 0. Zu jedem z € X gibt es ig(z) mit f;(z) < f(z) + € fiir alle i > ig(x),
also insbesondere = € (fj)(z) — )Y ((—o0,¢)). Weil fio(z) — [ stetig ist, gibt es U, € U(x)
mit Uy C (fig@) — f) ' ((—00,¢€)). Wir erhalten also aufgrund der Monotonie

f(@) < fi(@) < fig@)(2) < fz) +€

fir alle x € U, und alle i > ig(z).

Wegen z € U, fiir alle 2 € X ist X = |J,cx Uz- Da X kompakt ist, gibt es eine endliche
Teilmenge £ von X mit X = |J,cp Us. Da I gerichtet ist, gibt es ig € I mit i9 > io(x)
fiir alle x € E. Ist nun y € X beliebig, so finden wir ein x € F mit y € U,. Dann ist aber
nach Konstruktion f(y) < fi(y) < f(y) + € und somit |f;(y) — f(y)| < € fiir alle i > ig(x),
insbesondere also fiir alle i > ig. Weil ig nicht von y abhéngt, zeigt dies die Behauptung.

Gegenbeispiel bei nicht-kompakten Rdumen: Betrachte die Folge (f,,) gegeben durch
Jn(z) = arctan(x — n). Dann féllt (f,) punktweise gegen die konstante Funktion —7, aber
die Konvergenz ist nicht gleichméfig, wie man beispielsweise anhand von f,(n) = 0 sieht.

Gegenbeispiel bei nicht-stetigem Grenzwert: Betrachte die Folge (f,), die durch
fu(z) = 2™ auf [0,1] gegeben ist. Dann féllt (f,) gegen die Funktion 14). Zu jedem
n € IN gibt es aber ein z,, € [0,1) mit f,(zn)
gleichméfig ist.

= %, woraus folgt, dass die Konvergenz nicht



