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Es soll gezeigt werden, dass es eine Funktion d von der Menge
{(f, Q,y) : Q C R? offen und beschrénkt, f € C(Q; RY),y ¢ f(@Q)}
der zuléssigen Tripel in die ganzen Zahlen Z gibt, die folgende Eigenschaften hat:
(D1) d(id, Q,y) =1, falls y € Q.
(D2) d(f,,y) = d(f,Q,y) + d(id, Qz,y), falls y & F(Q\ (2 UQ)).

t,-),Q,y(t)) ist konstant beziiglich ¢ € [0,1], wenn h: [0,1] x Q — un
D3) d(h Q ist k b lich 0 h:[0,1] x Q@ — R? und
y: [0,1] — RY stetig sind und y(t) & h(t,09) fiir alle ¢t € [0, 1] gilt.

Folgendes Lemma wurde schon im Einfiihrungsvortrag bewiesen.
Lemma 1. Figenschaft (D3) ist dquivalent zu folgender Eigenschaft:

(D5) Sei (f,Q,y) zuldssig. Dann gibt es ein € > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir alle
g € C(Q) und alle y € R mit ||f — glloo < € und |z — y| < € auch das Tripel
(9,9, 2) zuldssig ist und d(f,Q,y) = d(g,, z) gilt.

Es gentigt also, die Eigenschaften (D1), (D2) und (D5) nachzuweisen.

Zuerst betrachten wir den Fall stetig differenzierbarer Funktionen und regulérer Werte.
Die Matrix f/(z) soll also fiir alle € Q mit f(z) = y invertierbar sein. In diesem Fall
ist die Menge f~!(y) := {z € Q: f(x) = y} endlich, wie bereits im Vortrag iiber die
Eindeutigkeit gezeigt wurde. Man kann also sinnvoll

a(f,Q,y) == Z sgndet f'(z) € Z (1)
@)=y

definieren. Die Funktion aus (1) erfiillt offenbar (D1). Ist f stetig differenzierbar und y
fiir f regulér, so gilt auch die Aussage von (D2). Wir weisen nun zuerst eine schwéchere
Variante von (D5) nach.

Dazu benétigen wir folgende Version des Satzes iiber die lokale Inverse. Einen Beweis
des Zusatzes kann man in [2, Lemma 5.4] finden.



Satz 2 (Lokale Umkehrfunktion). Sei Q C R? offen und f: Q — R? stetig differen-
zierbar. Sei xg € Q2 ein Wert, fiir den f'(xo) invertierbar ist, und seiyo := f(xo). Dann
gibt es rg > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir jede offene Menge U C B(xg,19) C Q die
Menge V := f(U) offen ist, die Abbildung fly: U — V bijektiv ist, und f|;* stetig
differenzierbar ist.

Genauer gilt sogar Folgendes: Sei M := |f'(z0) Y. Ist r < ro so klein, dass fiir alle
z1,22 € B(wo,r) die Abschitzung |f'(z1) — f'(z2)| < 537 gilt, so gibt es zu jedem
y € B(yo, 557) genau ein x € B(xo,r) mit f(x) =y

Lemma 3. Sei (f,Q,y) zuldssig, [ stetig differenzierbar und y reguldr. Dann gibt es
e > 0 mit folgender Figenschaft: Ist g eine stetig differenzierbare Funktion auf Q mit
If = glloo < € und ||f' — ¢'lloo < € und ist z € RY mit |y — 2| < &, so ist (g,9,2)
zuldssig, z ein requldrer Wert fir g, und es gilt d(f,Q,y) = d(g,Q, z), wobei d wie
n (1) definiert ist.

Beweis. Es wurde bereits gesagt, dass f~!(y) eine endliche Teilmenge von {2 ist. Es
gibt also endlich viele disjunkte, offene Mengen U; C Q mit der Eigenschaft dass U;
genau eine y-Stelle ; von f enthélt, also U; N f~1(y) = {x;}.

Sei nun 7; > 0 wie in Satz 2 fiir f zu x; gewdhlt. Wir kénnen r; so klein wahlen, dass
B(x;,m;) C U; gilt. Setze M; = |f'(z;)7t|. Weil f’ stetig ist, gibt es #; < r; mit der
Eigenschaft, dass |f/(21) — f/(Z2)] < 8%41' fir alle Z;,Z2 € B(x;,7;) gilt. Weiterhin
kann man wegen Stetigkeit |det f'(x)| > « fiir € B(x;,7;) fiir ein a > 0 erreichen,
indem man 7; weiter verkleinert.

Die Menge K := Q\ B(x;,7;) ist dann kompakt mit y ¢ f(K), also dist(y, f(K)) > 0.
Ist nun e klein genug, genauer 2¢ < dist(y, f(K)), und ||lg — flleo < &, |2 —y| < &, s0O
gilt

l9(x) = 2| = [f(z) =yl = |f(2) = g(2)] = |y — 2 = dist(y, f(K)) — 2¢ > 0,
fiir alle z € K, also z ¢ g(K). Da d die Eigenschaft (D2) hat, ist also fiir kleine € stets

d(g,Q, z) = ng, (zi,7),2) und d(f,Q,y) = de, (i, 74), ).

Folglich gentigt es, d(f,U;,y) = d(g,U;, z) fir jedes i zu zeigen.
Sei nun ¢ so klein, dass wie oben 2e < dist(y, f(K)) gilt, aber zudem noch £ < 16M

und € < 4% fiir alle . Weil die Zuordnung A — A~! stetig ist wie man aus der

Cramer’schen Formel sicht, kann man e zudem so klein wiihlen, dass aus |A— f'(z;)| < &
auch |A=! — f/(x;)71| < M; folgt. Wegen gleichméfiger Stetigkeit der Determinanten

kann man e weiterhin so klein wéhlen, dass |det A — det f'(x)| < § ist, sofern die

Abschitzung |A — f'(z)| < e fir ein © € B(xz;,7;) gilt. Sei nun g so gewéhlt, dass
Ilf = glloo <& If' — ' llo <eund |y — 2| < e. Dann folgt |¢'(z;) ™ — f(z:) 7t < M;
und daher
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Also erfiillen g und z wegen

Ti 7:1‘
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auf B(xzg, ;) die Voraussetzungen des Zusatzes von Satz 2. Es gibt also genau einen
Punkt ¢ € B(x;,7;) mit g(zf) = z. Dann ist aber |¢'(zf) — f'(27)| < e, also nach
Wahl von € auch sgndet ¢’ (zf) = sgndet f'(2f) = sgndet f'(x;). Folglich gilt

d(g, B(wi,7:), z) = sgndet ¢'(z]) = sgndet f'(2;) = d(f, B(x:,7:),y).
Nach obiger Uberlegung folgt daraus die Behauptung. O

Man kann nun den Beweis von (D5) nach (D3) imitieren, um folgende Aussage zu
erhalten. Man braucht als Hilfsmittel allerdings, dass d(f,Q,y) = d(f, €, z) gilt, sofern
y und z in derselben Zusammenhangskomponente von R\ f(92) liegen |1, Proposi-
tion 1.8].

Korollar 4. Sei h eine C'-Homotopie. Das soll bedeuten, dass h: [0,1] x Q — R? eine
Funktion ist mit der Eigenschaft, dass x «— h(t,z) fir jedes t stetig differenzierbar ist
und dass ||h(t,) — h(s,")||cc — 0 und Ha%h(t,-) - %h(87')||00 — 0 firt — s gilt.
Sei y: [0,1] — R? stetig mit y(t) ¢ h(t,00) firt € [0,1]. Dann ist d(h(t,-),Q,y(t))
konstant beziglich t € [0,1].

Mit diesem Hilfsmittel ldsst sich beweisen, dass auf reguliren Werten sogar (D5) fiir
d erfiillt ist.

Lemma 5. Sei (f,Q,y) zuldssig, [ stetig differenzierbar und y fir f reguldr. Dann
ist fir stetig differenzierbare Funktionen g und reguldre Werte z mit der Eigenschaft
g — flloo + 12 — y| < dist(y, f(0R) auch (g, 2) zuldssig und d(f,Q,y) = d(g,£, 2).

Beweis. Mit der iiblichen Rechnung ist z ¢ ¢(9€) und daher (g,€2,z) zuldssig. De-
finiere h(t,z) := tf(z) + (1 — t)g(x) und y(t) := ty + (1 — t)z. Es ist sehr leicht zu
sehen, dass h dann eine C'-Homotopie und y(-) stetig ist. Nach Korollar 4 folgt daraus
d(f,Q,y) :d(g,Q,Z). O

Wir haben d bisher nur auf stetig differenzierbaren Funktionen und reguldren Werten
betrachtet. Sei nun aber f lediglich stetig auf Q und y € R? ein Vektor mit y ¢ £(99).
Wihle e < 1 dist(y, f(99)). Im letzten Vortrag wurde bewiesen, dass es eine stetig
differenzierbare Funktion f mit ||f — f|| < £ gibt, und dass es in B(y, §) einen fiir f
reguldren Wert ¢ gibt. Wir definieren nun

d(f,Qy) =d(f,Q,5) = Y sgndet f(x).
Flz)=7

Diese Definition héngt nicht von der Wahl von f und § ab. Seien nimlich f; und f;
stetig differenzierbare Funktionen und g; und y» zugehorige regulidre Werte. Dann ist

3

5 < idist(y, F(09)) < dist(71, f1(09))

sz L €
If1 = falloo + (71 — 92| < 5T



und daher d(fl,Q,gjl) = d(fz, Q, §2) nach Lemma 5.

Es ist nur noch zu priifen, dass diese erweiterte Definition die gewiinschten Eigenschaf-
ten hat. Eigenschaft (D1) ist offenbar immer noch erfiillt. Seien ; und Q5 wie in (D2)
und wahle f und § als reguldre Approximation von f und y auf €2, die sogar

17 = Flla + Iy — 1 <  min{ dist(y, £(262)) dist(y, F(021)), dist(y, (292}

erfiillt. Dann ist f mit § eine gute Approximation von f mit y auf jeder der Mengen
Q, Q7 und 5, und daher gilt nach Definition

d(f,Qy) = d(f,Q,9) = d(f,Q,9) +d(f,Q2,5) = d(f,Q,y) + d(f, 0, y).

Bei (D5) kann man ¢ := 3; dist(y, f(82)) wihlen. Sei némlich |lg — flloo + |z —y| <&
und f mit § eine reguléire Approximation von f mit y, die || f — f|| + |y — §| < € erfiillt.
Wegen

dist(z, g(0)) > dist(y, f(00Q)) — 2e > 32¢
folgt

~ 1
lg = Flloe < 26 < 5o dist(z,9(00)
und

1
|z =gl <2 < 6 dist(z, g(09)).

Man kann in der Definition von d(g, (2, z) also g := f und 7 := § wiihlen und hat nach
Definition d(f,Q,y) = d(g,,z). Da aber (D5) wie bereits gesagt (D3) impliziert,
haben wir hiermit nachgerechnet, dass d auf allen zuldssigen Tripeln alle gewiinschten
Eigenschaften besitzt.
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