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Losungen zur Funktionalanalysis Blatt 3

9. Sei a € (0,1]. Der Raum der auf [0, 1] zum Ezponent a holderstetigen Funktionen wird mit
C[0,1] := {f: [0,1] = R : || fllo,a < 00} bezeichnet, wobei || fllo,a = sup,, f@)=rwl
die Hélderkonstante von f zum Fxponent o ist. Zeige:

(a)

lz—yl>

%[0, 1] ist ein Vektorraum.

Lésung: Natiirlich ist 0 € C%[0,1]. Seien f,g € C%[0,1] und A € R. Dann ist
offenbar [|[Af]lo.a = |Alllf]lo.a und daher Af € C%<. Auferdem ist

|f(z) — fy)] + |g(z) — g(y)|

<|If

|f +glloa < sup
Ay

lo,o + llgllo,a < o0,

was f + g € CO% zeigt. Also ist C%® ein Unterraum des Vektorraums aller reellwer-
tigen Funktionen auf [0, 1] und daher selbst ein Vektorraum.

Eine Funktion f € C%[0,1] ist genau dann konstant, wenn || f|o.o = 0 gilt.
Losung: Sei || f|lo,o = 0, also % = 0 fiir alle z # y. Damit ist f(z) = f(y)

|z

fiir alle x # y. Dies bedeutet gerade, dass f konstant ist. Ist aber f konstant, so ist
| fllo.a offensichtlich erfiillt.

Jede Funktion f € C%[0, 1] ist stetig auf [0, 1], also C%[0, 1] C CJ0, 1].

Lésung: Nach Definition von C%[0,1] gilt |f(z) — f(¥)| < ||fllo.a |z — y|* fiir alle
z,y € [0,1]. Sei nun € > 0 und ohne Beschrankung der Allgemeinheit f nicht

konstant. Dann ist mit |z — y| < § := ¢/ T7io auch

@) = FO)] < 1 Fllow 2 — yI* < I flloare— =&
110

Ist f € C%0,1], so ist |f(z)| < || fllo,a + |f(0)] fiir alle z € [0, 1].

Lésung: Wie in (c) sieht man |f(x) — f(0)| < ||f]l0,a |z|* fiir jedes z € [0,1]. Daraus
folgt

[f @) < [f(z) = FO]+ IFO) < [[flloalz[* + [f(O) < I Fllo. + [£(0)]

wie behauptet.

Die Menge By, = {f € C%¥[0,1] : |£(0)| + || fllo.« < 1} ist eine relativ kompakte
Teilmenge von CI0, 1].

Losung: Nach Aufgabenteil (d) gilt fiir jedes f € Bp, bereits die Abschitzung
If(z)] < [f0)] + || fllo,a < 1, sodass die Menge By, (punktweise) beschrénkt ist.
Aus dem Beweis zu (c) ergibt sich, dass By, gleichgradig stetig ist: Zu € > 0 kann
man ¢ := {/¢ wihlen, um die Bedingungen aus der gleichgradigen Stetigkeit zu

priifen.
Ist o < 3 € (0,1], so ist C%P[0,1] c C%[0, 1].
Lésung: Wegen LWl < T@O-JWI g5y alle 2 £ y ist Il fllo.e < |lfllo,3- Daher

|[z—y[* lz—yl?
ist jede Funktion aus C%#[0, 1] auch in C%*[0, 1].




(g) Sei (fn) eine Folge in C%[0, 1], fiir die || f»||0,o beschriinkt ist und deren punktweiser
Grenzwert f(z) 1= lim,, .o fn(z) fiir jedes z € [0, 1] existiert. Dann ist f € C%<[0, 1]
und |[fllo,a < limsup,ep || fllo,a-

Losung: Sei s := limsup,,_, . || fnllo.a und 8" > s. Dann gibt es ein ng € IN mit
|| frllo,e < ¢ fiir alle n > ng. Fiir & # y in [0, 1] ist daher | f,,(x) — fn(y)] < '|x —y|*,
falls n > ng. Betrachtet man (fiir feste z und y) den Grenzwert n — oo, ergibt sich
If(z) — f(y)| < &'|z — y|* fiir  # y. Dies bedeutet f € C%*[0,1] und ||flo.o < 8"

Weil diese Abschétzung fiir jedes s’ > s richtig ist, ergibt sich daraus || f||o.o < s wie
behauptet.

(h) Die Abbildung f ~ [£(0)| + || f|lo.a definiert eine Norm auf C%%[0, 1].

Losung: Die Homogenitdt und die Dreiecksungleichung sind fiir den ersten Sum-
manden klar und wurden fiir den zweiten Summanden schon in (a) nachgewiesen.
Zudem ist klar, dass die konstante Nullfunktion Norm 0 hat. Hat aber umgekehrt
eine Funktion f Norm 0, so ist f(0) = 0, und f ist nach (b) konstant. Also ist f = 0.

(i) C%[0,1] ist beziiglich der Norm aus (h) ein Banachraum.
Loésung: Sei (f,,) eine Cauchyfolge in C%<[0, 1]. Die Abschiitzung aus (d) zeigt dann

fir jedes z € [0,1]. Also ist (fn(z)) fir jedes = € [0,1] eine Cauchyfolge und da-
her konvergent gegen einen Grenzwert f(x) € R. Weil insbesondere aufgrund der
Cauchyfolgeneigenschaft || f,[|0.o beschrinkt ist, folgt mit (g), dass f in C%<[0,1]
liegt. Es muss also nur noch gezeigt werden, dass f,, in der Norm von C%®[0,1]
gegen f konvergiert. Weil f,,(0) — f(0) bereits nach Definition richtig ist, muss nur
|| fro = fllo,a — O gezeigt werden. Sei dazu e > 0. Wéhle ng mit || f, — fim /0,0 < € fur
n,m > ng. Weil f, — f der punktweise Grenzwert von (fn, — fim)m>n, filr m — oo
ist, folgt aus (g)

0.0 +[fn(0) = fm(0)| = 0 (n,m — o0)

[frn = fllo,a < limsup || fr — finlloa < €

m>ng

fir n > ng. Weil € > 0 beliebig war, zeigt dies || fn, — f|lo,o — 0 und damit wie oben
beschrieben die Behauptung.

10. Zeige, dass es keine Norm ||- || auf C[0, 1] gibt, welche die punktweise Konvergenz induziert,

d.h. fir welche folgende Aussagen fiir eine Folge (f,)new C C[0, 1] dquivalent sind:

1.) lim f,(z) =0 fur alle € [0, 1].

n—oo

2) lim £l = 0.

Tipp: Betrachte hierzu beispielsweise eine Folge a, e, wobei e, (z) > 0 genau dann, wenn
x € (0, %), mit geeigneten ay,.

Losung: Definiere fiir n > 2

nx, T e [0,%),
en(l‘) =92- nx, re& [%7 %)a
0, z€[2,1].

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass alle e, in C[0,1] liegen. Nehmen wir an,
es gebe eine Norm mit der gewiinschten Eigenschaft. Definiere «,, := IIeilnH > 0. Dann

konvergiert f, := ane, punktweise gegen 0: Es ist f,(0) = 0 fir alle n > 2 und f,(x) =0

fir alle n > 2, wenn z € (0,1] ist. Also muss |[f,|| — 0 gelten im Widerspruch zu

[fnll = cnllen] = 1.



11.

12.

Seien x,y € co. Wir sagen, dass ¢ < y, falls x;p < yi fiir alle £ € IN gilt. Die Menge
[z,y] = {a € ¢ : = < a < y} heibt Ordnungsintervall in cy. Zeige, dass [z,y] in ¢y
kompakt ist!

Losung: Sei (a™) eine Folge in [z, y]. Weil jede der Komponentenfolgen (a}})new beschréankt
ist (genauer: x < ap < yi) gibt es nach dem Teilfolgenargument nach Ubergang zu einer
Teilfolge (die der Einfachheit halber wieder mit (a™) bezeichnet wird) einen punktweisen
Grenzwert a = (ag), d.h. lim,, ap = ay. Natiirlich gilt dann auch x, < ap <y, fiir alle
k € IN. Weil man (ay) nach unten und nach oben durch eine Nullfolge abschétzen kann,
liegt a wiederum in ¢y und genauer in [z, y]. Es muss nur noch gezeigt werden, dass (a™)
gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0 vorgegeben. Es gibt kg € IN mit |y — zx| < ¢ fiir alle
k > ko. Wegen xj, < at, a, < yy, fiir alle n € IN gilt dann auch |a}} —ay| < € fiir alle & > k.
Fiir jedes k < ko gibt es aber nach Definition von a ein ng(k) mit |a} — ai| < € fiir alle
n > no(k). Setzt man nun ng = maxj<g<k, no(k), so ergibt sich hieraus ||a" — a|loc < €
fiir alle n > ng. Dies zeigt, dass (a’) wie behauptet gegen a konvergiert. Es besitzt also
jede Folge in [z, y] eine in [z, y] konvergente Teilfolge. Das zeigt, dass [z, y] kompakt ist.

Zeige die in der Vorlesung ausgelassene Richtung des Satzes von Arzela-Ascoli: Ist eine
Teilmenge H von C(K) relativ kompakt, so ist H gleichstetig und punktweise beschrankt.

Losung: Weil H kompakt ist, ist H und daher auch H wie in Aufgaben 3 und 8 gesehen
beschrankt. Es gibt also M > 0 mit || f|lcc < M fiir alle f € H. Insbesondere gilt dann
aber fiir jedes z € K ebenfalls |f(x)| < M, was zeigt, dass H auch punktweise beschrénkt
ist. Es muss noch gezeigt werden, dass H in jedem Punkt x € K gleichstetig ist. Seien
dazu z € K und € > 0 vorgegeben. Weil H kompakt ist, gibt es zur offenen Uberdeckung
H=J rea B (f, §) eine endliche Teiliiberdeckung B( f;, ) mit endlich vielen f; € H. Jedes
dieser f; € C(K) ist stetig in x, und daher gibt es jeweils ein d; > 0 mit |f(y) — f(z)| < §
fiir alle y mit d(y,z) < §;. Definiere § := mind;. Ist nun f € H, so gibt es ein f; mit
|f = fillo < §. Daraus folgt

E € €
)~ F@)] < 1£) ~ Fi)| + i) — i)l + i)~ f@) < S+ 5+ 5 =e
fiir alle y € K mit d(y,x) < ¢;, und daher insbesondere fiir alle y € K mit d(y,z) < 0.
Weil § aber nicht von der Funktion f € H abhéngt, zeigt dies die gleichgradige Stetigkeit
von H.



