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Losungen zur Funktionalanalysis Blatt 4

13. Sei A = (a;5) € R™*". Man kann A dann mittels Matrixmultiplikation als Operator von
(R™,]| - [1) nach (R™, || - ||1) auffassen. Zeige, dass ||A|| = maxj=1,__n > vy |ai;] gilt! (2)

Losung: Sei ¢ := maxj=1__n Y i |aij|. Wegen
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und ||ej,||1 = 1, woraus laut Vorlesung ||A|| > ¢ folgt. Insgesamt ist also || A| = ¢ gezeigt.

14. Sei Cy(0,1] :={f: [0,1] — R stetig, f(0) = 0}. Zeige:
(a) Co(0,1] ist eine abgeschlossene Unteralgebra von CJ0, 1]. (1)

Losung: Natiirlich ist die Nullfunktion in Cy(0,1]. Sind f,g € Cy(0, 1], so sind
offenbar auch wieder af, f + g und fg stetig und nehmen bei 0 den Wert 0 an. Die
Menge ist also eine Unteralgebra.

Sei x € [0,1] beliebig. Die Punktauswertung A,: C[0,1] — R, f — f(z) ist of-
fenbar linear und erfillt |A.f| = |[f(z)] < [|fllco, ist also in Z(C[0,1],R) und
damit stetig. Daher sind die Mengen A;!({0}) als Urbilder abgeschlossener Men-
gen unter einer stetigen Funktion wieder abgeschlossen, und daher auch die Menge

Co(0,1] = Ay ' ({0}).

(b) Es gibt eine Funktion u € C[0,1] \ Cy(0, 1] mit Cy(0,1] & span{u} = C|0, 1]. Man
sagt auch, Cy(0, 1] habe Kodimension 1 in C[0, 1]. (1)

Losung: Wihle u(z) := 1. Es ist nur zu zeigen, dass sich jedes g € C[0, 1] in der
Form g = f + au mit f € Cy(0, 1] schreiben ldsst. Dies erreicht man mit « := g(0)
und f := g — au wie man leicht nachrechnet.

(c) Sei A eine Unteralgebra von Cg(0, 1] mit folgenden beiden Eigenschaften:
(1) Zu allen Paaren z,y € (0,1] mit z # y gibt es ein f € A mit f(x) # f(y).
(2) Zu jedem x € (0,1] gibt es ein f € A mit f(z) # 0.
Dann ist A dicht in Cy(0, 1]. (4)
Bemerkung: Dies ist eine Variante des Satzes von Stone-Weierstraf fiir Co(0, 1].

Tipp: Wende den Satz von Stone-Weierstrafs in C[0, 1] auf eine passend konstruierte
Algebra an!

Losung: Sei wieder u gegeben durch u(z) := 1. Die Menge A := A @ span{u} ist
ein Unterraum von C|0, 1]. Sie ist sogar eine Unteralgebra, denn zu g1, g2 € A gibt
es Darstellungen g1 = f1 + aqu und g2 = fo + asu mit fi, fo € A und ag,as € R.
Dann ist aber g1g2 = fifo + a1 fo + asfi + arasu dank der Algebrastruktur von A
wieder in A. Nach Konstruktion ist u = 1 € A.

Um den Satz von Stone-Weierstraf auf A anwenden zu kénnen, ist also nur noch zu
zeigen, dass A punktetrennend ist. Seien dazu z,y € [0,1], z # y. Sind z,y € (0,1],



so gibt es nach Voraussetzung f € A C A mit f(z) # f(y). Ist aber z = 0, so gibt
es nach Voraussetzung f € A C A mit f(z) = 0 # f(y). Der Fall y = 0 ist analog.
Also trennt A (genauer sogar bereits A) die Punkte von [0, 1]. Es folgt aus dem Satz
von Stone-Weierstra®, dass A in C[0, 1] dicht ist.

Wir zeigen nun, dass A in Cg(0, 1] dicht ist. Sei dazu g € Cy(0, 1] C CJ[0, 1] beliebig.
Nach dem soeben gezeigten gibt es eine Folge (g,) mit g, = fn + anu, fn € A,
ap € R, mit ||gn, — g|lcc — 0. Insbesondere gilt dann a,, = ¢,,(0) — ¢(0) = 0. Daraus
folgt aber

1fn = glloo < |0+ ante = glloo + lanullco = [[gn = glloo + latn] — 0.

Dies zeigt, dass es eine Folge in A gibt, ndmlich (f,,), die gegen g konvergiert. Weil
g beliebig war, folgt die Behauptung.

Die Folge (fn)new mit f(x) := z™ ist total in Cy(0, 1].

Losung: Es ist sehr leicht zu priifen, dass der aufgepannte Unterraum, der sich auch
als {>°}_; axz® : n € IN} schreiben léisst, eine Algebra ist. Fiir die Kriterien aus (c)
kann man jeweils f mit f(x) = x wahlen. Es folgt also mit dem soeben Bewiesenen
die Behauptung.

15. Betrachte M, : ¢y — ¢ definiert durch Myx := (an2p)nenw mit einer beschriankten Folge
a = (ay) € £°. Zeige:

(a)

(b)

M, ist wohldefiniert, d.h. M, bildet ¢y tatsdchlich nach ¢y ab.

Losung: Es ist offenbar |a,x,| < ||a|leo|zn| fiir alle n € IN. Weil die rechte Seite
gegen 0 geht, ist offenbar M,z eine Nullfolge.
M, ist stetig.

Losung: Bildet man bei obiger Abschéitzung auf beiden Seiten das Supremum be-
ziiglich n, so erhdlt man ||[Myz|| < [|a|lool|2||co- Laut Vorlesung zeigt dies die Ste-
tigkeit von M,,. Zudem folgt || M|| < ||| co-

[Mall = [leloo-

Losung: Es wurde bereits || M| < ||af/c gezeigt. Sei m := ||al|s und € > 0. Dann
gibt es ein ng € IN mit |ay,,| > m—e. Wahlt man den Einheitsvektor ey, € co, so zeigt
sich || Maéngl| = ||atngengll = |ang| = m —e. Nach Vorlesung gilt also | My || > m —e.

Weil € > 0 beliebig war, ist || M| > m = ||a||c Dies beweist die Behauptung.

Ist o, = 21, 50 ist || Ma|| = 1. Es gibt aber keinen Vektor = € ¢y mit ||z/[o < 1
und || Mayz|leo = 1.

Losung: Offenbar ist ||My| = ||aflcc = 1. Sei nun = € ¢p mit ||z]| < 1. Wéhle
ng € N mit |z, | < % flir n > ng. Dann ist fiir n < ng
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wie man daran sieht, dass «;, monoton wachsend ist. Andererseits ist
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fiir n > np nach Wahl von ng. Insgesamt ist also || Maz|le < max{3, ”%1} < 1L
Also ist || Myx|lco = 1 nicht moglich fiir € ¢p mit ||z]00 = 1.

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dass das Supremum in der aus der Vorlesung bekannten
Gleichung || T|| = sup{||Tz|| : z € E, ||z|| < 1} im Allgemeinen kein Maximum ist.



16. Zeige:

(a)

Fiir jedes a € ¢! definiert ¢,: cog — R, @a(z) == Yo anay, eine lineare, stetige
Funktion.

Lésung: Wegen > 7, |apzyn| < |la|l1]|z]|s konvergiert die Reihe (sogar absolut),
und es gilt |@q(z)| < |lall1]|z]|co. Weil ¢, offenbar linear ist, zeigt dies auch die
Stetigkeit von ¢, und ||¢q| < [la||;.

Fiir jedes a € ¢! gilt ||pa]| = ||al|1-

Losung: Die Abschétzung ||¢q|| < ||a|l1 wurde schon gezeigt. Wihle ng € IN beliebig
und betrachte nun speziell die Folge = € ¢y mit z,, = sgna,, fir n <ng und z,, =0
fiir n > ng. Dann ist ||z||cc < 1 und

no no
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Mit dem Supremum iiber ng € IN zeigt dies also

lpall = sup{llea(2)] - 2 € co, [[2]oo <1} = la]1,

was insgesamt ||¢q|| = |la||1 zeigt.

Zu jeder linearen, stetigen Funktion ¢: ¢y — R existiert genau ein a € ¢! mit
¥ = Pa-

Lésung: Die Eindeutigkeit sieht man leicht: Seien a und b aus £! mit ¢, = ¢;,. Dann
gilt a, = wq(en) = pp(en) = by, fir alle n € N, was a = b zeigt.

Zum Beweis der Existenz definiere a, := @(e,,). Es ist zu zeigen, dass a := (a,,) in
¢! liegt und dass ¢, = ¢ gilt. Mit o, := sgn a,, ist allerdings

S o] = Zanso n) = (Zanen><nwu

n=1

day := > 1% ane, in ¢ liegt und ||y|lec < 1 erfiillt. Da ihre Partialsummen be-
schrénkt sind, konvergiert also die Reihe Y | |a,|, was a € 0! beweist. Zudem gilt
nach Definition ¢(e,) = an, = @q(en). Wegen Linearitédt stimmen ¢ und ¢, daher
auf der Menge span{e,} iiberein. Da diese Menge in ¢y dicht ist und ein stetiger
Operator laut Vorlesung eine eindeutige Fortsetzung auf den Abschluss seines Defi-
nitionsbereichs besitzt, stimmen ¢ und ¢, also auf ganz cg iiberein. Damit ist die
Behauptung bewiesen.



