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Losungen zur Funktionalanalysis Blatt 5

17. Sei E ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum und X ein normierter Vektorraum.

Zeige:

(a)

Die Einheitskugel B := {x € E : ||z|| < 1} ist kompakt.

Losung: Sei N := dim F und K der Skalarkérper von E. Laut Vorlesung gibt es
einen Isomorphismus J: E — (K| - ||2). Die Menge K := J(B) ist als Urbild
einer abgeschlossenen Menge unter der stetigen Funktion J~! abgeschlossen in KV,
Zudem liegt K in der abgeschlossenen Kugel um 0 mit Radius ||.J||, ist also be-
schrankt. Nach dem Satz von Heine-Borel ist K kompakt, und daher auch das Bild
B = J Y K) von K unter der stetigen Funktion J 1.

Jede lineare Funktion T': ' — X ist stetig.

Losung: Sei N := dim F und K der Skalarkorper von E. Wéhle eine Basis (e;,) von
E und definiere M := max{||Te||}. Es ist leicht zu sehen, dass ||z||, := Zszl ||
mit z = Zszl arer auf E eine Norm definiert. Laut Vorlesung sind auf endlich-
dimensionalen Raumen aber alle Normen équivalent; es gibt also insbesondere ¢ > 0
mit ||z]|, < ¢l|z||. Fir z € E, z = S0, ayey, gilt dann also

N N
ITe) = | axTer| < D lawl ITexl] < M |l < Meal]
k= k=

was die Stetigkeit von T" und genauer sogar ||T'|| < Mec zeigt.

18. Seien X; und Xy isomorphe normierte Vektorrdume. Zeige:

(a)

X ist genau dann vollstédndig, wenn X vollstdndig ist.

Losung: Sei X; vollstandig und J: X; — Xy ein Isomorphismus. Sei (y,) eine
Cauchyfolge in X5 und definiere z,, := J'y,,. Dann gibt es zu € > 0 ein ng € IN mit

= 2l = 1T g = T gl < DT Nl = ymll < €

fiir alle n,m > ng. Also ist (x,) eine Cauchyfolge in X; und daher konvergent gegen
ein ¢ € X;. Wegen Stetigkeit konvergiert y, = Jx, dann gegen y := Jx. Wir haben
gezeigt, dass jede Cauchyfolge aus X5 konvergiert, dass also Xy vollstandig ist.
Die andere Implikation folgt, indem man die Rollen von X; und X5 vertauscht und
den Isomorphismus J~! betrachtet.

Bemerkung: Die wesentliche Beobachtung des Beweises ist, dass ein Isomorphis-
mus Cauchyfolgen auf Cauchyfolgen und konvergente Folgen auf konvergente Folgen

abbildet.

X1 ist genau dann separabel, wenn Xy separabel ist.

Losung: Sei D eine abzahlbare, dichte Teilmenge von X7 und sei J: X7 — X5 ein
Isomorphismus. Definiere Dy := {Jx : 2 € D1}. Dann ist Dy eine dichte Teilmenge
von Xs. Sei y € X5 beliebig. Dann gibt es eine Folge (x,,) in Dy, die gegen x := J 1y
konvergiert. Wegen Stetigkeit konvergiert dann (y,) mit y, := Jz, € Dy gegen
Jx =y, was zeigt, dass Dy in X5 dicht ist. Es gibt also eine abzdhlbare, dichte
Teilmenge von X5, und damit ist X9 separabel.

Die andere Implikation folgt durch Vertauschen der Rollen von X; und Xo.



(¢) Sind Y7 und Y3 zueinander isomorphe normierte Vektorrdume, so sind auch die
Réume £ (X1,Y7) und £ (X3,Y3) zueinander isomorph.
Losung: Seien Jyx: X7 — X und Jy: Y] — Y5 Isomorphismen. Definiere die Ab-
bildung J: £ (X1,Y1) — £ (X2,Ys) durch J(T) := JyTJy'. Laut Vorlesung liegt
J(T) tatsachlich in Z(X»,Y2), wenn T in .Z(X1,Y)) ist. Die Linearitét von J ist
leicht nachzurechnen.
Es muss noch gezeigt werden, dass J ein Isomorphismus ist. Aus der Abschétzung

1T(T) |l 2(xa.v2) < 1y L2 I Tl 2 vy 15 2 (xax0)

siecht man die Stetigkeit von J und genauer sogar ||J|| < [|Jy|| HJ)}IH Die Inverse
von J ist gegeben durch J: Z(X»,Vs) — £(X1,Y1) mit J(S) := J;'SJx, denn

J(J(T) = J(WyTJI") = ' T Jx =T

und
J(J(S)) = J(Jy1SJIx) = Jy Jy S Tx 5t = S

fir alle T € Z(X1,Y7) und alle S € Z(X2,Y2). Also ist J bijektiv und die Inverse
J~1 = J mit dem gleichen Argument wie oben stetig, wobei man genauer sogar
1771 < [ J5H 11x || erhidl.

Wir haben gezeigt, dass J ein Isomorphismus der beiden R&ume ist, nach Definition
die beiden Raume also isomorph sind.

Bemerkung: Dieser Beweis zeigt auch, dass J sogar eine Isometrie ist, falls Jx und
Jy Isometrien sind, denn dann ist ||.J|| < 1 und ||J~!|| < 1. Sind also sowohl X; und
X als auch Y7 und Y5 isometrisch isomorph, so auch £ (X;,Y7) und £ (X2, Y3).

19. Zeige, dass folgende Aussagen fiir einen normierten Raum X &quivalent sind:

(i) X ist vollsténdig.

(ii) Jede absolut konvergente Reihe in X ist konvergent. Das soll bedeuten: Ist (x,,) eine
Folge in X mit S7°, [|lzx| < oo, so konvergiert die Folge (3 n_, ;) der Partialsum-
men gegen ein r € X.

Losung: Sei zuerst X vollstandig. Ist Y oo, |lzx]] < oo, so ist (3 p_ ||Zkl)nen eine
Cauchyfolge. Sei € > 0 und ng so grok, dass Y p_ . [|zg|| < e fiir alle m,n > ng gilt.

Dann ist
n n
| > a2 danl <

k=m+1 k=m+1

fur alle m,n > ng und daher (>_;_; x)nen eine Cauchyfolge in X. Die Reihe konvergiert
also wegen Vollstdndigkeit von X.

Es gelte nun die zweite Eigenschaft. Sei (x,) eine Cauchyfolge in X. Konstruiere induktiv
eine Teilfolge (z,) von (z,) mit ||zn,,, — zn,| < 27%; wihle dazu nj, > ny_; immer
so grof, dass ||zy — zp, || < 27F fiir alle £ > ny, gilt, was nach Voraussetzung moglich
ist. Nun ist also Y72, ||#n,,, — @n,|| < oo und daher die Reihe Y 72 | (p, , — Tn,) nach
Voraussetzung konvergent. Anders gesagt konvergiert die Folge

N
(Z(xnk+l - xnk))Ne]N = (x”NJrl - xnl)NelN'

k=1

Also konvergiert auch die Folge (2, ) vew. Wenn aber eine Cauchyfolge eine konvergente
Teilfolge besitzt, konvergiert bereits die Cauchyfolge selbst, wie in der Vorlesung gezeigt
wurde und man leicht nachpriifen kann. Also ist jede Cauchyfolge konvergent und damit
X vollstandig.



20. Sei X ein Vektorraum mit Basis (x4)qer. Das bedeutet, dass jeder Vektor x € X eine
eindeutige Darstellung der Form x = Y .; A\aZq mit Ay € Kund #{a € I: Xy #0} < 00
besitzt (die Summe hat also nur endlich viele Summanden und ist daher erklért). Zeige:

(a)

Die Zuordnung ||z|lg := sup,, |Aa| fiir z = Y o7 AaTa ist eine Norm auf X.

Losung: Weil jeweils nur endlich viele A, nicht 0 sind, ist fiir jedes z € X also
0 < |lzl]jo < oo. Ist ||z]jo = 0, so ist Ay = O fiir alle k¥ und daher x = 0. Aus
der Gleichung px = ) c;(#Aa)To sieht man sofort [|axllo = |all|z|lo, und aus
r+y = > er(Aa + pa)Tr, Wobel hier y = > ;o gelten soll, ergibt sich
wiederum ||z + yllo = sup, [Aa + ptal < [lzflo + [[yo-

Sei (2™) eine Folge in (X, | - [lo), 2" = > ,c; Maa, die gegen x = Y- AaZa

konvergiert. Dann konvergiert fiir jedes o € I auch A}, gegen A,.
Losung: Es ist 2" —x = ) 7/ (Ad — Aa)Ta, also ||z — z|lo = sup, | AL — A, und
daher gilt

A = Aol < 2" —zflo = 0 (n— o0)

fiir jedes v € I.
Der Raum (X, || - ||o) ist genau dann vollstdndig, wenn X endlich-dimensional ist.

Losung: Endlich-dimensionale Rdume sind laut Vorlesung stets vollstandig. Ist aber
X unendlich-dimensional, so betrachte eine abzéhlbare Teilmenge {ay }ren C I mit
ay # ag fiir k # (. Definiere die Elemente 2™ € X durch 2" := >}, %xak. Dann
ist offenbar 2" — 2™ = S} tzo, fiir m < n, also [|z" — ™o = ﬁ, und
daher (2") eine Cauchyfolge in (X, | - ||o). Ware (X, || - |lo) vollstdndig, so géabe es
also einen Grenzwert x € X, x = Zael AaTaq, fiir den Ay, = lim,_. )\gk = % #0
gelten muss. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass nur endlich viele A, nicht 0 sind.

Ist (X, ] -||) ein unendlich-dimensionaler Banachraum, so sind || - || und || - ||p nicht
dquivalent.

Losung: Nach Voraussetzung ist (X, ||-||) vollstéandig, nach dem soeben bewiesenen
aber (X, - |lo) nicht. Die beiden Rdume sind also nicht isomorph, die Normen also
nicht aquivalent.

Bemerkung: Anders als im endlich-dimensionalen Fall sind also in Banachrdumen nicht
alle Normen aquivalent.



