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44. Sei E ein Vektorraum und F ein Unterraum von E. Zeige:
(a) Die Menge E/F := {x + F : x ∈ E} wird mit der Komplexsumme und Komplex-

multiplikation zu einem Vektorraum, und es gilt (x + F ) + (y + F ) = (x + y) + F
und α(x + F ) = (αx) + F für x, y ∈ E, α ∈ K. (2)
Hinweis zur Notation: Hier ist x + F := {x + y : y ∈ F} ⊂ E. Die Komplexsum-
me von U, V ⊂ E ist U + V := {u + v : u ∈ U, v ∈ V }. Ebenso definiert man für
α 6= 0 die Komplexmultiplikation als αU := {αu : u ∈ U}. Als Spezialfall setzt man
0 · (x + F ) := F .

(b) Ist E ein normierter Vektorraum und F ein abgeschlossener Unterraum, so wird
E/F durch ‖x + F‖ := infy∈x+F ‖y‖ = inff∈F ‖x + f‖ = dist(x,−F ) = dist(x, F )
zu einem normierten Vektorraum. (2)

(c) Ist E ein Banachraum und F abgeschlossen, so ist E/F vollständig. (2)
Tipp: Man kann hierfür Aufgabe 19 verwenden.

(d) Ist E ein separabler normierter Raum und F abgeschlossen, so ist E/F separabel. (1)

45. Sei 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Zeige, dass `p ⊂ `q gilt und es sogar Konstanten cpq mit ‖x‖q ≤ cpq‖x‖p

für alle x ∈ `p gibt. (2)

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws0809/fa.html


