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50. Sei A eine Menge und &?(A) ihre Potenzmenge. Zeige, dass es keine surjektive Abbildung
von A nach Z(A) gibt! (1)

Tipp: Imitiere den Beweis der Russel’schen Antinomie.

Losung: Nehmen wir an, es gibe eine surjektive Abbildung f von A nach &?(A). Definiere
X:={a€A:a¢ f(a)} C A. Nach Voraussetzung gibt es ein x € A mit X = f(x). Nach
Definition ist € X #quivalent zu z ¢ f(z) = X, was absurd ist.

51. Sei (2,3, i) ein Makraum und F C ¥ eine o-Algebra. Wir schreiben E[X|F] € LY(Q, F, 1)
fiir die bedingte Erwartung von X € L'(Q, X, 1) unter F. Zeige oder widerlege:

(a) Ist X € LY(Q, %, p) und Y € LY(Q, %, ), so ist E[X|F] =Y genau dann, wenn Y

in L'(Q, F, ) liegt und [, X dp = [,V dp fiir alle A € F mit p(A) < oo gilt. (2)
Losung: Die Aussage ist richtig.
Sei X € LY(Q,%,p). Wihle eine Folge X, € L?(,%,u) N LY(Q, %, i), die in
LY, %, 1) gegen X konvergiert, beispielsweise bestehend aus einfachen Funktio-
nen. Dann konvergiert wegen Stetigkeit Y, := B[X,,|F] in L' (2, &, i) gegen E[X|F].
Weil LY(Q, F, 1) ein Banachraum und damit abgeschlossen in L'(£2, %, i) ist, folgt
E[X|F] € LY(Q,F, ). Wegen X, € L*(Q, 3, p) ist [, X, dp = [, E[X,,|F] dp fiir
alle A € F mit u(A) < oo laut Vorlesung. Fiir A € F mit pu(A) < oo gilt also

/Xd/u—/Xndu:/Ynd,ue/]E[X]f]du
A A A A

nach Wahl von X,, und Y,,. Damit hat E[X|F] die beschriebenen Eigenschaften.
Ist umgekehrt Y € L*(Q, F, 1) eine Funktion mit [, Y'dp = [, X dp fiir alle A € F
mit p(A) < oo, soist Z := Y —E[X|F]in L' (2, F, 1) und nach obigen Uberlegungen
J1Zdp =0 fiir alle A € F mit u(A) < co. Speziell fiir At = {+7 > %} zeigt dies,
dass fiir jedes m fast tiberall | Z] < % gilt. Daraus folgt, dass fast iiberall Z = 0 gilt,
also Y = E[X|F] ist.

(b) Fiir A€ Fund X € L'(Q,%, u) gilt fAX dp = fAE[X]]-"] dp. (1)
Losung: Die Aussage ist im Allgemeinen falsch.
Sei (0,3, ) := (R, #,\), F :={0,Q} und X := 1 ). Wegen L'(Q, F, ) = {0}
ist E[X|F] =0. Also ist [, X du=1#0= [, E[X|F].

(© E[XI|17] =[x} )
Losung: Die Aussage ist im Allgemeinen falsch.
Betrachte  := {0,1}, ¥ := 2(Q), u(0) :=pu(1) =1, F :={0,Q} und X(0) := —1,
X (1) :== 1. Dann ist | X| € L?(Q, F, p) und daher E[|X||F| = |X| = 1. Zudem rech-
net man mit der charakterisierenden Eigenschaft des ersten Aufgabenteils schnell
E[X|F] = 0 nach.

(d) Sei A4; € ¥, e N, mit Q =2, A, AiNA; =0 furi# jund 0 < p(4;) < oo.
Sei F := o(A; : i € IN) die kleinste o-Algebra, die jedes A; enthdlt. Dann ist
E[X|F] =>72, ﬁfAi X dp 1a, fir X € LYQ, %, p). (2)
Losung: Die Aussage ist richtig.
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Sei Y = Zzool u fA X dp 14,. Offenbar ist Y F-messbar, und nach dem Satz

iiber die monotone Konvergenz ist

/\Y\du o 1 du/ X[ o= [ X e = X1,

alsoY € L'(Q, F, ). Man kann leicht nachrechnen, dass A := {{J,c; Ai|/I C N} eine
o-Algebra ist, die jedes A; enthélt, und dass jede o-Algebra, die jedes A; enthélt,
auch A enthalten muss. Also ist 7 = A. Sei nun B € F, also B = J; 4; fiir ein
I C IN. Nach dem Satz von Lebesgue gilt

/Xdu Z/ Xdp= Z/ ]1A dp/ Xdy= /Q]IBYdu:/BYdu.

Nach der Charakterisierung des ersten Aufgabenteils ist also Y = E[X|F].

Zeige, dass es Teilmengen (A4;);e; von R mit folgenden Eigenschaften gibt: jedes A; ab-
zahlbar; sind 4,5 € I, so gilt A; C Aj oder A; C Aj; | J;cp Ai ist iiberabzéhlbar.

Tipp: Kann man das Lemma von Zorn auf die beziiglich Inklusion partiell geordnete
Menge der abzéhlbaren Teilmengen von R anwenden?

Losung: Betrachte die im Tipp angegebene Menge Z,,(R). Offenbar besitzt &2, (R) kein
maximales Element, da es zu jeder abzdhlbaren Teilmenge A von R ein Element z € R
mit x ¢ A gibt. Dann ist aber A C AU {z} € Z,(R), und A # AU {z}, also A
nicht maximal. Da 2, (R) kein maximales Element besitzt, sind die Voraussetzungen des
Lemmas von Zorn nicht erfiillt. Es gibt also eine total geordnete Teilmenge 7 = (A;)ier
von Z,(R) ohne obere Schranke. Wegen &7 C Z,(R) ist die erste Eigenschaft erfiillt. Dass
&/ total geordnet ist, bedeutet gerade, dass die zweite Eigenschaft erfiillt ist. Wére nun
B := J,c; Ai abzéhlbar, so wire B € &,(IR) eine obere Schranke von &7 im Widerspruch
zur Wahl von 7. Also ist auch die dritte Eigenschaft erfillt.

Ist H ein Hilbertraum und (z,,) eine Folge in H, so heift (z,) schwach gegen = konvergent,
falls (z|y) — (x|y) fur alle y € H gilt, und man schreibt dafir =, — x. Zeige:

(a) Eine Folge () in £2? ist genau dann schwach konvergent, wenn sie beschrinkt ist
und komponentenweise konvergiert.
Tipp: Prinzip der gleichméafigen Beschrinktheit und Satz von Riesz-Fréchet

Loésung: Sei x, — z. Dann gilt insbesondere (z,lex) — (zleg) fur alle k& € NN,
was komponentenweise Konvergenz bedeutet. Definiert man ¢, (y) := (y|x,), so ist
€ (£2)" mit ||pn]| = ||on]|. Nach Voraussetzung ist die Menge {¢n(y) : n € IN}
fiir jedes y € £2 beschrinkt. Nach dem Prinzip der gleichméifigen Beschrinktheit ist
daher {¢;, : n € IN} beschriinkt in (¢2)’, also (x,) beschrinkt in ¢2.
Sei nun (z,) beschrankt und komponentenweise konvergent. Betrachte wie oben
©on € (£?), on(y) = (y|z,). Dann ist ¢, beschrinkt in (¢?)" und auf der totalen
Menge {e, : n € N} C £2 konvergent. Laut Vorlesung ist ¢, also stark konvergent
gegen ein stetiges Funktional ¢ € (¢£2)'. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es
ein x € £2 mit p(y) = (y|z) fiir alle y € £2. Insgesamt ergibt sich

(Ylzn) = en(y) — ¢(y) = (ylz)

fiir alle y € £2, also nach Definition z, — .

(b) Ist (x,) eine beschrénkte Folge in einem Hilbertraum, so besitzt (z,) eine schwach
konvergente Teilfolge.
Tipp: Betrachte zuerst £2, dann separable und schlieslich beliebige Hilbertriume.

(2)

(2)



Lésung: Ist (x,,) eine beschriinkte Folge in £2, so sind insbesondere die Komponen-
tenfolgen beschriankt. Nach dem Diagonalfolgenprinzip gibt es also eine komponen-
tenweise konvergente Teilfolge von (z,,). Da diese natiirlich immer noch beschrankt
ist, ist sie nach dem ersten Aufgabenteil schwach konvergent.

Ist H ein separabler Hilbertraum, so gibt es laut Vorlesung einen unitéaren Isomor-
phismus J: H — ¢2. Sei (x,,) eine beschrinkte Folge in H. Dann ist (y,,) := (Jx,)
eine beschrinkte Folge in £2. Also gibt es ein schwach konvergente Teilfolge Ynp — Y-
Dann gilt

(Tny|2) = (T J2) = (412) = (Tyl2).

fiir alle z € H, also x,, — J*y. Also hat auch hier jede beschrénkte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge.

Sei schliefslich H ein beliebiger Hilbertraum und (z,) eine Folge in H. Dann ist
U := span{z, : n € N} ein separabler Hilbertraum und (z,) eine beschrinkte Folge
in U. Es gibt also eine in U schwach konvergente Teilfolge (z,, ) von (z,), also ein
x € U mit (zy,|y) — (x]y) fiir alle y € U. Sei nun z € H beliebig. Nach dem
Projektionssatz ist z = 21 4+ 2o mit z; € U und 29 € U+, Daher gilt

(@, |2) = (ny |21) + (Tny]22) — (2]21) = (2]21) + (2]22) = (2]2)
also tatséchlich x,, — z in H.

Zu u € L*(R) definiere Dyu(x) = M Gibt es hyp, > 0 mit h, — 0 und
(D, )| 0,1y = v € L*(0,1), so ist |1y € H'(0,1) und v’ = v.

Lésung: Offenbar ist w1y € L*(0,1). Nach Definition muss nur fol up' = — fol vy
fiir alle ¢ € 2(0,1) = C°(0, 1) gezeigt werden. Beachte dazu, dass fiir f,g € L*(R)

[ fla+h) - f(z)
/]Rthg—/R 3 g(z) dx

~ 1 [ @ete—wyds—1 [ wards= [ 1Dy

mit (D_pu)(x) := —W%)h*g(x) gilt.

Sei (h,,) wie in der Aufgabenstellung und ¢ € 2(0,1). Nach Definition der klassi-
schen Differenzierbarkeit gilt punktweise D_j, ¢ — —¢’, und nach dem Mittelwert-
satz ist |[D_p,¢| < [|¢[lc < 00. Aus dem Satz von Lebesgue und den Vorausset-
zungen folgt also

1 1 1 1
—/ ugo’%/ uDhngo:/ Dhnu<p—>/ V.
0 0 0 0

Dies bedeutet gerade ul(g 1) € H'(0,1) mit v’ = v.

Ist H ein reeller Hilbertraum, C' C H abgeschlossen und konvex und (z,,) eine Folge
in C' mit z,, — x in H, so ist x € C.
Tipp: Man kann die Trennungssétze verwenden.

Losung: Wegen x,, € C'ist C # (). Wire x € C, so gabe es nach dem Trennungssatz
einp € Hund e > 0mit (ply) < (p|z)—e¢ fur alley € C, also insbesondere fiir y = x,.
Nach Definition der schwachen Konvergenz folgt daraus im Grenzwert n — oo der
Widerspruch (plzn) — (plz) < (plz) —e.

Die Menge {u € L>*(0,1) : |lu|leoc < L} ist fiir jedes L > 0 eine abgeschlossene,
konvexe Teilmenge von L?(0,1).

Losung: Offenbar ist C' := {u € L*(0,1) : |Ju|loc < L} eine konvexe Teilmenge
von L2(0,1). Sei nun (uy) eine Folge in C' mit u, — u in L?(0,1). Laut Vorlesung
gibt es dann eine Teilfolge von (uy,), die punktweise fast tiberall konvergiert; diese



seil wiederum mit (u,) bezeichnet. Sei also Ny C (0, 1) eine Nullmenge und u, () —
u(x) fir x € Ny. Fiir jedes n € IN gibt es eine Nullmenge N,, C (0, 1) mit |u,(z)| < L
fir x ¢ Ny,. Definiere N := Ny UJ,, N,,. Dann ist N wiederum eine Nullmenge und
|u(z)| = limy, |u,(z)| < L fir alle x & N. Also ist u € C, was die Abgeschlossenheit
von C' zeigt.

Ist u: [0,1] — R Lipschitz-stetig, so ist € H(0,1) und v’ € L>=(0,1).

Loésung: Sei @ € L?(R) eine Lipschitz-stetige Fortsetzung von u auf R, beispiels-
weise

u(z), z € [0,1]

(14 2)u(0), =€ (-1,0)

(2—2)u(l), ze(1,2)

0, sonst.

(z) ==

Nach Definition der Lipschitz-Stetigkeit ist |(Dpa)(x)| < L, wobei L die Lipschitz-
Konstante von 4 bezeichnet. Insbesondere ist ||(Dn)|01)ll2 < [[Datilloc < L. Sei
(hn) eine beliebige Nullfolge positiver Zahlen und vy, := (Dp, @) (o,1)- Dann ist (vy,)
nach obigen Uberlegungen beschrinkt in L2(0, 1). Nach Aufgabenteil (b) gibt es eine
schwach konvergente Teilfolge (vy, ) von (vy,), deren Grenzwert v nach Aufgabentei-
len (d) und (e) wieder in L*°(0, 1) liegt und |[v||oc < L erfiillt. Weil auch (hy, ) eine
Nullfolge positiver Zahlen ist, folgt aus Aufgabenteil (c), dass @ 1) = u in H'(0,1)
liegt und v’ = v in L*>(0,1) ist.

u: (0,1) — R, u(z) := |2z — 1], liegt in H'(0,1). Bestimme die Ableitung!

Loésung: Der vorige Aufgabenteil zeigt bereits u € H'(0,1). Es soll noch gezeigt
werden, dass u' = v =21 1) =210/ gilt. Sei dazu ¢ € 2(0,1) beliebig.

/01 ug’ = /01/2(1 —22)¢'(2) dw + /1/12(236 B
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Wegen v € L%(0,1) heift diese Gleichung definitionsgemif v/ = v im schwachen
Sinne.



