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54.

55.

56.

Sei ¢y fiir y € ¢! wie in Aufgabe 49 definiert. Zeige, dass es ein ¢ € (£*°)’ gibt, das nicht
von der Form ¢ = ¢, fiir ein y € ¢* ist!
Tipp: Wende Satz (31.6) auf ¢y C £*° an.

Sei X ein separabler Banachraum. Zeige, dass es einen abgeschlossenen Unterraum U von
£°° und einen isometrischen Isomorphismus J: X — U gibt!

Tipp: Betrachte einen Operator T: X — £°°, dessen Komponenten geeignete stetige Funk-
tionale auf X sind.

Sei L: £>° — (> der Linksshift, also L(z,,) = (zn+1). Ein lineares Funktional ¢: /> — R
heifst Banachlimes, falls es folgende Eigenschaften besitzt:

(i) poL=g;
(ii) ist x > 0 (komponentenweise), so ist p(z) > 0;
(iii) ist 1 € ¢*° die konstante Eins-Folge, so ist ¢(1) = 1.

Im Folgenden sind Ungleichungen, Betrdge, Multiplikation usw. bei Elementen von ¢*°
komponentenweise zu verstehen. Zeige:

(a) Ein Banachlimes ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
(I) ¢ ist monoton (d.h.: aus x <y folgt p(x) < ¢(y));

(IT) |o(2)| < @(|z]) fir alle z € £°°;
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(III) ¢ ist stetig und ||¢|| = 1;

=

) ist x € ¢ eine konvergente Folge, so ist ¢(z) = lim, o Zp;
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(V) ist @ € {>° periodisch mit Periodenlénge p > 1, so ist ¢(x) = 3 37,1 Tn;

(VI) fiir alle x € £°° gilt liminf, o =, < @(x) < limsup,,_, ., Tp.

(b) Es gibt keinen Banachlimes ¢, der ¢(x - y) = ¢(z) - p(y) fiur alle x und y in £°
erfiillt.

(c) Es gibt einen Banachlimes.
Tipp: Man kann zeigen, dass p(x) := limsup,,_, % > p_y x) sublinear ist und den
Satz von Hahn-Banach auf das Funktional lim auf ¢ anwenden.

(d) Der Banachlimes ist nicht eindeutig bestimmt; genauer: Es gibt voneinander ver-
schiedene Banachlimites.

57. Sei X ein reeller normierter Raum, f: X — IR stetig und konvex und g: X — R stetig und

konkav, also f(Az+(1—A)y) < Mf(2)+(1=X) f(y) und gAz+(1—=XN)y) > Ag(z)+(1—=N)g(y)
fir alle A € [0,1] und z,y € X. Zudem gelte f(z) > g(x) fir alle x € X. Zeige, dass es
dann eine stetige, affine Funktion h: X — R mit g(z) < h(z) < f(z) fir alle x € X gibt;
affin bedeutet, dass h(Ax + (1 — A\)y) = Ah(z) + (1 — A)h(y) fiir alle A € [0,1] und z,y € X
gilt.

Tipp: Zeige zuerst, dass die Mengen A := {(z,t) : t > f(x)} und B := {(z,t) : t < g(x)}
im normierten Raum X & R offen und konvex sind!

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws0809/fa.html
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