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Losungen zur Funktionalanalysis Blatt 14

54.

55.

56.

Sei ¢, fir y € ¢! wie in Aufgabe 49 definiert. Zeige, dass es ein ¢ € (£°°)’ gibt, das nicht
von der Form ¢ = ¢, fiir ein y € ¢* ist!
Tipp: Wende Satz (31.6) auf ¢ C £*° an.

Losung: Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es ¢ € (£2°), ¢ # 0, mit ¢|., = 0, denn
co ist ein abgeschlossener Unterraum von ¢*°. Wire aber ¢ = ¢, mit y € ¢}, so wiire nach
Definition von ¢, die Folge y = (y,) durch y, = ¢y(e,) gegeben. Wegen e, € ¢y wire
dann also y = 0 nach Wahl von ¢, und damit offenbar ¢ = ¢, = 0 im Widerspruch zur
Wahl von .

Sei X ein separabler Banachraum. Zeige, dass es einen abgeschlossenen Unterraum U von
£°° und einen isometrischen Isomorphismus J: X — U gibt!

Tipp: Betrachte einen Operator T: X — £°°, dessen Komponenten geeignete stetige Funk-
tionale auf X sind.

Loésung: Sei (z,) dicht in X. Nach einer Variante es Satzes von Hahn-Banach gibt es fiir
jedes n € IN ein stetiges Funktional ¢, € X’ mit ||¢y,|| = 1 und ¢, (z,) = ||zn|]. Definiere
die Abbildung Tz = (pn(z))nen. Wegen |on ()| < |lonll l|z|| < ||z|| ist Tz € £°° und
|Tx||so < |||, also insbesondere T': X — £ stetig. Zudem ist [Tz, || > [pn(zn)] = |20l
(also ||Tz,|| = ||zn||) fir alle n € IN. Also stimmen die stetigen Funktionen x — ||Tz||
und z — ||z|| auf der dichten Menge {z,} iiberein, was || Tx| = ||z| fiir alle z € X zeigt.
Daher ist U := RgT nach Aufgabe 29 ein abgeschlossener Unterraum von ¢°° und 7T ein
isometrischer Isomorphismus zwischen X und RgT'.

Sei L: > — (> der Linksshift, also L(z,,) = (25+1). Ein lineares Funktional ¢: /> — R
heif’t Banachlimes, falls es folgende Eigenschaften besitzt:

(i) polL=g;
(ii) ist # > 0 (komponentenweise), so ist ¢(x) > 0;
(iii) ist 1 € £*° die konstante Eins-Folge, so ist ¢(1) = 1.
Im Folgenden sind Ungleichungen, Betrdge, Multiplikation usw. bei Elementen von £*°
komponentenweise zu verstehen. Zeige:
(a) Ein Banachlimes ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
(I) ¢ ist monoton (d.h.: aus = < y folgt p(z) < ¢(y));

() ()] < p(jz]) fir alle € £
(IT1) ¢ ist stetig und ||¢|| = 1;

(IV) ist z € c eine konvergente Folge, so ist p(z) = limy, o Tp;

(V) ist & € £*° periodisch mit Periodenlédnge p > 1, so ist p(z) = % B L Tn;

(VI) fiir alle z € £°° gilt liminf, o 2, < @(x) < limsup,,_, ., Tp.

Losung: Es ist fiir die Aufgabe nicht entscheidend, ob man beim Begriff des Funk-
tionals Stetigkeit annimmt oder nicht, da die Stetigkeit automatisch aus den anderen
Eigenschaften folgt. Die Aufgabe war so gemeint, dass ein Funktional nicht stetig
zu sein braucht. Nimmt man hingegen die Stetigkeit in die Definition auf, muss man
bei der Existenz natiirlich zusétzlich Stetigkeit zeigen.

(2)



(b)

(I) Ist x <y,soist y—z >0, llso ¢(y —x) > 0 nach Voraussetzung (ii) und somit
©(y) > p(z) wegen Linearitét.

(I Wegen 2 < [z und —z < |z ist p(z) < p(|z]) und —p(z) = ¢(-z) < ¢(|z)
nach Eigenschaft (I), insgesamt also |p(z)| < ¢(|z]).

(III) Sei z € £*° mit ||z||cc < 1. Dann ist |z| < 1, und daher nach (II), (I) und (iii)
lo(x)] < ¢(Jz]) < ¢(1) = 1. Nach Definition zeigt dies ||¢]| < 1. Da aber
©(1) =1 und ||1]|c = 1 ist, gilt sogar [|¢|| = 1.

(IV) Dies folgt aus (VI), soll hier aber auch direkt bewiesen werden. Sei a der Grenz-
wert von x € ¢, und sei y := x — al. Dann ist y € ¢y. Zu € > 0 wahle
no € IN mit |y,| < e fiir n > ng. Dann ist [|[L"y|lec < €, und daher ergibt
sich |p(y)| = |p(L™y)| < ||L"y|lo < € nach (i) und (IIT). Weil € > 0 beliebig
war, zeigt dies ¢(y) = 0. Daraus folgt p(z) = ¢(y + al) = a mit (iii) aus der
Linearitat von ¢.

(V) Ist p eine Periode von z € ¢, so ist Y .¥_, L*z = >°7_ x;1, wie man leicht
einsieht. Daraus ergibt sich

hS]

pp(z) = Z p(z) = Z p(LFz) = o(3h_  axl) = Zxk
= k

k=1 =1 k=1

unter Verwendung von (i) und (iii), was die Behauptung zeigt.

(VI) Sei a := liminf,, . x, und b := limsup,,_,., ©,. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0
also ng € N mit a — ¢ < z, < b+ ¢ fiir n > ng. Dies kann man auch als
(a—e)1 < L"z < (b+ €)1 fiir n > ng schreiben. Wegen (i), (I) und (iii) gilt
dann (a —¢) < p(L"x) = p(z) < (b+¢). Mit dem Grenziibergang ¢ — 0 ergibt
dies a < p(x) < b wie behauptet.

Es gibt keinen Banachlimes ¢, der ¢(z - y) = ¢(z) - p(y) fir alle z und y in £*°
erfiillt.

Losung: Sei z := ((—1)"). Dann ist ¢(x) = 0 nach (V), aber z -z = 1, also
p(x-x) =1#0=p(x)- o).

Es gibt einen Banachlimes.

Tipp: Man kann zeigen, dass p(z) := limsup,,_, % > p_y Tk sublinear ist und den
Satz von Hahn-Banach auf das Funktional lim auf ¢ anwenden.

Losung: Dies folgt aus dem letzten Aufgabenteil, kénnte aber auch direkt mit der
gleichen Technik gel6st werden, wobei allerdings weniger Eigenschaften zu tiberprii-
fen sind, denn man bendtigt hier die dort definierte Folge z nicht, sondern kann F
als den von 1 aufgespannten Unterraum definieren, auf dem man v (t1) := ¢ setzt.
Man kann alternativ auch F' = ¢ und ¢(x) := lim, .~ 2, nehmen. Im ersten Fall
ist ¥(z) = p(z) auf diesem Unterraum offensichtlich; im zweiten Fall ist dies eben-
falls richtig. Die Uberpriifung, dass die Fortsetzung ¢ von 1 ein Banachlimes ist,
wird wie im letzten Aufgabenteil durchgefiihrt. Damit ist die Aufgabe geldst; die
Zusatziiberlegung zur Existenz einer Folge z entfallt.

Der Banachlimes ist nicht eindeutig bestimmt; genauer: Es gibt voneinander ver-
schiedene Banachlimites.

Losung: Sei p(z) := limsup,_ + > pr_; . Offenbar ist p(z) < sup,ey zn, al-
so p(x) < ||z]lc und damit fir jedes x € ¢*° endlich. Da positive Skalare mit
limsup vertauschen, ist p(Az) = Ap(x) fir alle A > 0. Wegen der Rechenregel
limsup,, o (an + by) < limsup,,_, an + limsup,,_,. b, fiir Folgen (a,) und (b,)
gilt p(z 4+ y) < p(x) + p(y) fir alle z,y € £>°. Also ist p sublinear.

Sei z € £°° nicht konstant, o := liminf,, .. % S opeq 2k, B :=limsup,,_, % > req Zhes
und ¢ € [a, (] beliebig. Definiere auf dem von z und 1 aufgespannten zweidimen-
sionalen Unterraum F das Funktional ¢(tz + s1) := tc + s. Dann ist ¢ linear und



es gilt ¢(z) < p(zx) fiir alle x € F nach Wahl von c¢. Genauer gesagt gelten we-

gen ¢ < f = p(z) und ¢ > o = —p(—2z) nach Wahl von ¢ die Abschéitzungen

Y(z) =c < B =p(z) und Y(—z) = —c < —a = p(—=2), was bereits (tz) < p(tz)

fir alle t € R zeigt. Wegen p(tz + s1) = p(tz) + s folgt daraus die Abschétzung auf

ganz F'.

Nach Hahn-Banach gibt es ein lineares Funktional ¢ auf ¢>° mit p(z) < p(x) fir

x € £>° und ¢|p = 1. Nun soll gezeigt werden, dass ¢ ein Banachlimes ist.

(i) Sei x € ¢*° und definiere y := x — Lz. Dann ist y, = x, — x,+1 und damit
LS Yk = (x1 — Tp41), was wegen der Beschriinktheit von (z,) bereits
p(y) = 0 und analog auch p(—y) = 0 zeigt. Also ist ¢(y) < p(y) = 0 und
—¢(y) = ¢(=y) < p(=y) = 0, also p(z) — p(Lr) = ¢(y) = 0. Weil = € £
beliebig war, zeigt dies ¢ = ¢ o L.

(ii) Ist > 0, so ist —z < 0 und nach den Regeln fiir den limsup damit auch
p(—z) < 0. Also ist —p(z) = p(—z) < p(—z) <0, was gerade p(z) > 0 zeigt.

(iii) Die Normiertheit folgt aus ¢|r = ¢ und ¥ (1) =

Also ist ¢ ein Banachlimes.

Um zu zeigen, dass es mehrere verschiedene Banachlimites gibt, muss man nur nach-

weisen, dass es eine Folge z € £*° mit o <  gibt. Dann kann man ndmlich einmal

¢ = a und einmal ¢ = # wahlen und erhélt zwei Banachlimites, die auf z nicht
iibereinstimmen. Definiere

1, 22k <n< 2%+ ke N,
Zp =
n —1, 92k+1 <n< 22k+27 k € INy,

also z=(1,-1,-1,1,1,1,1,-1,-1,-1,-1,-1,—1,—-1,—1,1,...). Dann ist

— — (—2)" —1
Doa=l-244-8k k2T =Y (-l = 2
k=1 k=0 N
und daher

1 (—2)" -1 22ntl g 1
li > li . > s - =
1£r1_>801<1)p ;Zk 17rln_>solip on 1 — 17rln_)sip 3@ 1) 3
1 1 (=2n—1 92n _ 1 1
liminf—sz < lim inf . (=2) <lminf —————— = ——
n—oo n n—oco 20 —1 -3 n—oco —3(22" —1) 3

k=1

Also hat die Folge z die gewiinschte Eigenschaft; genauer gesagt gibt es zu jedem

c € [—1, 3] einen Banachlimes ¢, mit ¢.(2) = c.

57. Sei X ein reeller normierter Raum, f: X — R stetig und konvex und g: X — R stetig und

konkav, also f(Az+(1—=X)y) < Af(2)+(1—=X)f(y) und gAz+(1—XN)y) > Ag(z)+(1-N)g(y)
fir alle A € [0,1] und =,y € X. Zudem gelte f(z) > g(z) fiir alle z € X. Zeige, dass es
dann eine stetige, affine Funktion A: X — R mit g(z) < h(z) < f(z) fiir alle z € X gibt;
affin bedeutet, dass h(Az + (1 —N)y) = Ah(z) + (1 — N)h(y) fir alle A € [0,1] und z,y € X
gilt.

Tipp: Zeige zuerst, dass die Mengen A := {(x,t) : t > f(x)} und B := {(z,t) : t < g(z)}
im normierten Raum X @& R offen und konvex sind!

Losung: Man versieht Y := X @ R beispielsweise mit der Norm |[|(z, )|y = |z|x + [t].
Die Menge A ist als Urbild von (0, co) unter der stetigen Abbildung (z,t) — t — f(z) offen
in Y. Seien nun (z,t) und (y, s) aus A beliebig, A € [0, 1]. Dann ist

FOr+ (1 =Ay) <Af(2) + (1= A)f(y) <A+ (1= N)s,



also nach Definition A(z,t) + (1 — A)(y,s) = (Az + (1 — Ny, At + (1 — A)s) € A. Analog
rechnet man nach, dass B offen und konvex ist. Wegen f > g ist AN B = (). Nach dem
Trennungssatz von Hahn-Banach gibt es ein ¢ € Y/ mit p(z,t) < ¢(y, s) fir alle (z,t) € A
und (y, s) € B. Sei
a:= sup @(z,t) < inf o(y,s).
(z,t)EA (y,s)€B

und ¢ := ¢(0,1). Dann ist ¢ < 0, denn anderenfalls wire wegen f(0) > g(0)

©(0, f(0) +1) = (f(0) +1)c = (9(0) = 1)ec = ¢(0,9(0) — 1)

im Widerspruch zu obiger strikter Ungleichung, denn (0, f(0)+1) € Aund (0,¢(0)—1) € B.
Definiere nun h(z) := ‘p(gc’_#. Es ist klar, dass h stetig und affin ist, da ¢ stetig und linear
ist. Es bleiben nur die Ungleichungen zu priifen. Sei dazu x € X. Wihle ein t > f(x). Dann
ist (z,t) € A, also p(z,t) < a und damit h(x) = M < t. Weil dies fiir jedes
t > f(z) richtig ist, folgt hA(zx) < f(x). Wéhle nun ein s < g(x). Dann ist (z,s) € B, also
o(z,8) > a. Es ergibt sich wiederum h(x) = M > s, und daraus h(z) > g(z).
Also hat h alle gewlinschten Eigenschaften.

Erlauterung: Die Formel fiir A findet man, indem man sich klarmacht, dass nach Wahl
von ¢ und « die a-Stellen von ¢ eine trennende Hyperebene zwischen A und B bilden.
Man will diese Hyperebene parametrisieren, sucht also zu jedem z € X das (eindeutig
bestimmte) h(x) mit der Eigenschaft ¢(z,h(x)) = «. Dies findet man, indem man die
Linearitit p(z, h(x)) = ¢(x,0)+h(z)p(0,1) ausnutzt und die Gleichung nach h(z) auflost.



