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Sei X # {0} ein reflexiver Banachraum. Zeige:
(a) Ist ¢ € X', so gibt es ein z € X mit ||z]| = 1 und ||¢|| = ¢(z).
(b) Ist C C X abgeschlossen und konvex und = € X, so gibt es ein Prozimum von z in
C, also ein xg € C mit dist(z, C) = ||z — zo]|
(c) Ist die Norm von X strikt konvex, d.h. [[Ax + (1 — N)y| < 1 fir z # y mit ||z =1,
ly]l =1 und 0 < A < 1, so ist das Proximum eindeutig bestimmt, Pox := xy.

(d) Ist die Norm von X strikt konvex und U ein abgeschlossener Unterraum von X, so
ist Py im Allgemeinen trotzdem nicht linear.
Hinweis: Man darf ohne Beweis verwenden, dass die Norm von LP(£2), insbesondere
also auch die Norm von (R?,|| - |), fiir 1 < p < oo strikt konvex ist.

Sei ¢y der Banachraum der Nullfolgen versehen mit der Maximumsnorm. Dann ist die
Abbildung j: 1 — (co), (j(z),y) = Do, ¥nyn ein isometrischer Isomorphismus. In
diesem Sinne schreibt man oft (cy)’ = ¢*. Zeige:
(a) Ist z € ¢!, so nimmt x als Funktional genau dann ein Maximum auf {y € ¢p : ||y]/oo <
1} an, wenn z abbricht, es also ein ng mit x,, = 0 fiir n > ng gibt.

(b) Der Raum ¢ ist nicht reflexiv.

Brouwer’scher Fizpunktsatz, allgemeine Fassung: Sei C' C R abgeschlossen, beschrinkt
und konvex, und sei f: C' — C stetig. Zeige, dass es ein x € C' mit f(z) = z gibt! Gib
jeweils ein Beispiel, dass man die Forderungen ,,abgeschlossen”, ,beschrankt”, | konvex* und
,stetig nicht ersatzlos streichen kann.

Hinweis: Der Brouwer’sche Fixpunktsatz fiir Kugeln darf verwendet werden.

Wie in der Vorlesung heift eine Menge A C R x R monoton, falls (y1 —y2)(z1 — x2) > 0 fiir
alle (z1,41), (x2,y2) € A gilt. Die Menge heifit mazimal monoton, wenn es keine monotone
echte Obermenge gibt. Zeige:

(a) Eine monotone Menge A C R x R ist genau dann maximal monoton, wenn aus
(y1 — y2)(x1 — x2) > 0 fir alle (z1,y1) € A folgt, dass (z2,y2) in A liegt.

(b) Eine Funktion f: R — R ist genau dann monoton wachsend, wenn ihr Graph
G(f) ={(z, f(z)) : © € R} eine monotone Menge ist.

(¢c) Ist A C R x R monoton, so gibt es eine maximal monotone Obermenge von A.

(d) Zu einer monoton wachsenden Funktion f: I — R mit einer Menge I C R gibt es
im Allgemeinen keine Fortsetzung, deren Graph maximal monoton ist.

Seien X und Y Banachrdume und 7' € Z(X,Y). Zeige:
(a) Es gibt genau ein 7" € Z(Y', X') mit (Tz,y') = (x,T"y/) fir z € X und y € Y.
(b) Es gilt [T = {77
(¢) Der Operator T ist genau dann bijektiv, wenn T” bijektiv ist.
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