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Übungen Funktionalanalysis 2: Blatt 4

14. Seien 1 ≤ p, q, r <∞ mit 1
p + 1

q = 1
r gegeben. Zeige: Die punktweise Multiplikation

Lp(Ω)× Lq(Ω)→ Lr(Ω), (f, g) 7→ f · g

ist wohldefiniert und stetig.

15. Sei 1 ≤ p <∞. Zeige: Die Abbildungen u 7→ u+, u 7→ u− und u 7→ |u| sind Lipschitz-stetig
in Lp(Ω). Sind sie auch stets Lipschitz-stetig in W 1,p(Ω)?

16. Sei 1 ≤ p <∞ und Ω ⊂ RN .
(a) Sei u ∈W 1,p(Ω) und gelte u(x) ∈ Q fast überall. Dann ist ∇u = 0.

Bemerkung: In diesem Fall besitzt u einen auf Zusammenhangskomponenten von
Ω konstanten Repräsentanten.

(b) Zeige, dass die Funktion u := 1B(0,1) nicht in W 1,p(B(0, 2)) liegt!

17. Sei 1 < p <∞. Zeige: Der Operator ∆p : W 1,p
0 (Ω)→W 1,p

0 (Ω)′ ist stetig.

18. Sei 1 < p <∞, F ∈W 1,p(Ω)′. Zeige, dass es f, fj ∈ Lp′
(Ω) mit

〈F, u〉 =
∫

Ω
fu +

N∑
j=1

∫
Ω

fjDju

gibt! Sind diese Funktionen eindeutig bestimmt?

19. Sei 1 < p <∞, ∆N
p : W 1,p(Ω)→W 1,p(Ω)′ definiert durch

〈
∆N

p u, v
〉

:= −
∫

Ω
|∇u|p−2∇u∇v.

Zeige: Zu jedem f ∈ Lp′
(Ω) gibt es genau ein u ∈W 1,p(Ω) mit |u|p−2u−∆N

p u = f .
Hinweis: Da der Beweis, dass u 7→ |u|p−2u − ∆N

p stetig ist, genau wie für Aufgabe 17
geführt werden kann, braucht dies hier nicht nochmals ausgeführt zu werden.
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