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Losungen Funktionalanalysis 2: Blatt 4

14.

15.

16.

Seien 1 < p,q,r < 0o mit % + > = % gegeben. Zeige: Die punktweise Multiplikation

1
q

LP(Q) x LY(Q) — L'(Q), (f,9) = f-g
ist wohldefiniert und stetig.

Loésung: Da s := p/r und t := q/r nach Voraussetzung konjugierte Indizes sind, ist

Jisar < (1) (Jrar)"™ = (Jie)" ([ o)™

Also ist fiir f € LP und g € LY tatséchlich fg € L" und man hat ||fg||» < ||fllpllgllq- Die
Stetigkeit zeigt man wie fiir beschrénkte Bilinearformen.

Sei 1 < p < oco. Zeige: Die Abbildungen v +— u™*, u +— v~ und u — |u| sind Lipschitz-stetig
in LP(Q). Sind sie auch stets Lipschitz-stetig in W1?(Q)?

Loésung: Durch Fallunterscheidung zeigt man |x+ — y™| < |2 — y| leicht fiir reelle Zahlen.

Also ist
Jut —vﬂ\g:/rw—m g/ru—vrp: u— vz,

Also ist u — u™' Lipschitz-stetig in LP(2). Wegen v~ = (—u)" und |u| = vt + v~ sind
auch die anderen beiden Abbildungen Lipschitz-stetig.

Wir zeigen, dass die Operationen auf W'P(0, 1) nicht Lipschitz-stetig ist. Betrachte dazu
nicht-negative Funktionen wu, € C*°[0,1] mit ||up||cc — 0 und ||u},||, — oo, beispielsweise
stlickweise lineare Funktionen. Sei v, = uy,, — ||un||oo- Dann ist v/, = u!, und daher

l|un — Un”WLP(O,l) = |lun — UnHLP(O,l) = |Junlcc — 0.

Andererseits ist aber v, = 0, also

g = o lwir ) = llug llwre) > llunll o) — oo

Dies zeigt, dass v — u™ nicht einmal gleichmifRig stetig auf der Einheitskugel von WP (0,1)
ist. Wegen 2u™ = |u|+u und u™ = u+u~ konnen dann auch die anderen beiden Abbildungen
nicht gleichméRig stetig sein.

Seil§p<ooundQCIRN.

(a) Seiu € WIP(Q) und gelte u(x) € Q fast iiberall. Dann ist Vu = 0.
Bemerkung: In diesem Fall besitzt u einen auf Zusammenhangskomponenten von
Q) konstanten Reprasentanten.

Losung: Sei N := {Vu # 0}, A; .= {u = ¢}. Nach dem Lemma von Stampacchia
ist Ny := N N A, fiir jedes ¢ eine Nullmenge. Da ) die Vereinigung abzéhlbar vieler
Ag ist, ist N = {J,eq Vg eine Nullmenge, also Vu(z) = 0 fiir fast alle z.



(b) Zeige, dass die Funktion u := 1 1y nicht in WP (B(0,2)) liegt!

Lésung: Wegen u(z) € Q fiir alle z miisste im Fall v € W1P(B(0,2)) die Funktion
u auf der zusammenhéngenden Menge B(0, 2) fast iiberall konstant sein, was aber
offenbar nicht der Fall ist.

17. Sei 1 < p < 0o. Zeige: Der Operator A,: Wy (Q) — Wi P(Q) ist stetig.

18.

Loésung: Sei u, € Wol’p(ﬂ), Uy, — u in WHP(Q). Wir zeigen, dass |Vu,[P~2D;u, dann in
LV (Q) gegen |Vu[P~2D,;u konvergiert. Nach der Umkehrung von Lebesgue gibt es nimlich
nach Teilfolgenbildung ein h € LP(2) mit |D;uy,| < h und es gilt Dju, — Dju fast iiberall.
Inshesondere ist |Vu| < v Nh, und somit ist |Vu[P~2|Dju,| < NP=2/2pp=1 ¢ [P (Q). Also
folgt aus dem Satz von Lebesgue die Zwischenbehauptung. Folglich ist

|Apu, — ApuHWOl,p(Q), = sup /Q(\Vun\I’QVun — |[VulP~?Vu) Vo

vll<1

N
< Sup Y NVualP 2 Djun = [VulP 2 Djul 1y ) 1Dl 1o
V|| j=1

N
< Z || VunlP~*Djuy, — \Vu|p*2DjuHLp/(Q) — 0.
j=1

Dies ist gerade die Stetigkeit von A,

Sei 1 < p< oo, Fe WhP(Q)'. Zeige, dass es f, fj € LP'(Q) mit

N
<F,u>=/ﬂfu+;/gfjl?ju

gibt! Sind diese Funktionen eindeutig bestimmt?

Lésung: Wir identifizieren W1P() wie in der Vorlesung mit einem abgeschlossenen
Teilraum von LP(Q)N¥+! und letzteren Raum in der offensichtlichen Weise mit LP(Qn 1),
wobei Q1 als Mafraum eine disjunkte Vereinigung von N + 1 Kopien von (2 sei.

Ist nun F' € WP(Q)', so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein stetiges Funktional
@ auf LP(Q)N*1 das F fortsetzt, also mit der obigen Identifikation

@(U,Dlu,...,DNU) :F(U)

fiir alle u € WP (Q). Wegen LP(Qn,1)" = L (Qn 1) gibt es Funktionen f € L (Q) und
fj € LV (Q) mit

N
cp(u,vl,...,vN):/qu—i—Z/ijvj_
j=1

fiir alle u, v1,...,oxy € LP(Q). Insbesondere zeigt dies die gewiinschte Identitét.

Um zu sehen, dass die f, f; nicht eindeutig bestimmt sind, wéhle eine beliebige Testfunktion
freD), f=0, fj=0firalle j # 1, g := —D f1, und g; := 0 fiir alle j. Dann ist nach
Definition der schwachen Ableitung

fyrur 3 o= [ spun=— [ = [

fiir alle u € WP(Q). Daher stellen (f, f1,..., fv) und (g, 91, ..., gn) dasselbe Funktional
auf W1P(Q) dar.



19.

Bemerkung: Genauso zeigt man, dass alle Funktionale auf VVO1 P(Q) von dieser Form
sind. Man kann auch obiges Argument insofern ergéinzen, dass man beobachtet, dass jedes
Funktional auf VVO1 P(Q) eine Fortsetzung zu einem Funktional auf W!P() hat und wir
die Gestalt dieser Funktionale bereits kennen.

Sei 1 < p < oo, AV: WP(Q) — WP(Q) definiert durch
<A;,Vu,v> = —/ |Vu|P2VuVu.
Q

Zeige: Zu jedem f € L¥ (Q) gibt es genau ein v € WHP(Q) mit |u[P~2u — Ai,vu =f.
Hinweis: Da der Beweis, dass u +— |u[P™%u — A;,V stetig ist, genau wie fiir Aufgabe 17
gefiihrt werden kann, braucht dies hier nicht nochmals ausgefiihrt zu werden.

Losung: Die Wohldefiniertheit des Operators sieht man wie fiir A}, in der Vorlesung. Es
geniigt zu zeigen, dass u — |ulP~2u — Aév demistetig, strikt monoton und koerziv ist. Die
Stetigkeit muss laut Hinweis nicht mehr untersucht werden. Fiir die Monotonie beobachtet
man, dass mit dem gleichen Beweis wie in der Vorlesung stets

N N
((=Ayu) = (=Ayv),u—v) >0
gilt. Also ist
{(|ufP~?u — Aévu) — (P20 — Aévfu),u —v) > (JulP?u — v’ v, u — )

= /(]u\p2u — \v|p72v)(u —v) >0,
Q

wobei die letzte Abschitzung laut Vorlesung unter dem Integral punktweise gilt; genauer
gilt aber in der letzten Ungleichung nur dann Gleichheit, wenn u = v fast iiberall richtig
ist. Also ist der Operator strikt monoton. Fiir die Koerzivitdt beachte man schliefslich noch

(a2 = 8 u) = [ P+ [ 19 =l

was wegen p > 1 die Koerzivitdtsbedingung impliziert.



