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39. Eindeutigkeit des Generators: Sei H ein Hilbertraum, A ein m-akkretiver Operator auf H,
und sei (S(t))t≥0 die von −A erzeugte Halbgruppe. Zeige:

(a) D(A) = {x ∈ D(A) : limh→0
S(h)x−x

h existiert} und A0x = − limh→0
S(h)x−x

h .
Tipp: Betrachte

(S(h)x−x
h − S(h)u−u

h | x− u
)
mit u ∈ D(A).

(b) Ist −B ein weiterer Generator von S, so ist D(A) = D(B).

(c) Eine nicht-linearen Halbgruppe hat höchstens einen Generator.

40. Sei A ein m-akkretiver Operator auf R und u : [0,∞)→ R die Lösung des Cauchy-Problems
u̇(t) +Au(t) = 0, u(0) = u0 für ein u0 ∈ D(A). Zeige:
(a) u ist monoton wachsend oder monoton fallend.

(b) Ist A einwertig, so ist u stetig differenzierbar.

41. Seien X und Y Banachräume, A ⊂ X, und sei f eine Funktion von A nach Y . Die Funktion

ωf,A : [0,∞)→ [0,∞], ωf,A(r) := sup{‖f(x)− f(y)‖ : ‖x− y‖ < r}

heißt Stetigkeitsmodul von f auf A. Offenbar ist ωf,A monoton wachsend. Zeige:
(a) f ist genau dann gleichmäßig stetig auf A, wenn ωf,A(r)→ 0 für r → 0 gilt.

(b) Ist f gleichmäßig stetig auf A, so gibt es genau eine stetige Funktion g auf A mit
g|A = f . Diese Funktion erfüllt ωg,A = ωf,A.

(c) Sei α ∈ (0, 1] und c ≥ 0. Es gilt genau dann ωf,A(r) ≤ crα für alle r > 0, wenn f in
C0,α(A;Y ) liegt und Hölderkonstante höchstens c hat.

(d) Ist f Lipschitz-stetig auf A, so gibt es genau eine Lipschitz-stetige Fortsetzung von
f auf A mit gleicher Lipschitz-Konstanten.

42. Seien X und Y Banachräume, A ⊂ X, und sei f : A→ Y Lipschitz-stetig. Zeige:
(a) Sind gα : X → R Lipschitz-stetige Funktionen mit Lipschitz-Konstante höchstens

M ≥ 0, so ist auch g(x) := supα gα(x) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
höchstens M , falls es ein x0 ∈ X mit g(x0) <∞ gibt.

(b) Ist Y = R, so gibt es eine Lipschitz-stetige Fortsetzung von f auf X mit gleicher
Lipschitz-Konstanten.
Tipp: Betrachte gx0(x) := f(x0) − L‖x − x0‖ für x0 ∈ A, wobei L die Lipschitz-
Konstante von f bezeichne.

(c) Ist Y endlich-dimensional, so gibt es eine Lipschitz-stetige Fortsetzung von f auf
X, aber im Allgemeinen keine Lipschitz-stetige Fortsetzung mit gleicher Lipschitz-
Konstanten.
Tipp: Betrachte X = (R2, ‖ · ‖∞), Y = (R2, ‖ · ‖2), A := {(1,−1), (−1, 1), (1, 1)}
und f(1,−1) := (1, 0), f(−1, 1) := (−1, 0), f(1, 1) := (0,

√
3).
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