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Losungen Elemente der Topologie: Blatt 2

4. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass

T ={0CM:Yx €O 3 >0B(z,e) C O}

eine Topologie von M ist und dass die Menge der offenen Kugeln in M eine Basis dieser
Topologie ist!

Lo6sung: Die Eigenschaften ) € .7 und M € 7 sind klar. Sind O, a € I, Mengen in .7 und
O =, Oa, so gibt es zu x € O ein & € I mit € O, nach Voraussetzung also ein € > 0
mit B(x,e) C Og C O. Also ist auch O in 7. Sind schlieflich O; und Oz in 7, O := O1NO3,
und ist € O, so gibt es £1 > 0 und €3 > 0 mit B(x,e1) C O1 und B(z,e2) C O2. Wahlt

man nun € := min{ey, s}, so hat man B(x,e) C B(x,e1) N B(z,e2) C O, was O € T zeigt.

Also erfiillt 7 alle Axiome einer Topologie.

Um zu zeigen, dass die offenen Kugeln eine Basis dieser Topologie bilden, miissen wir
nachweisen, dass jede offene Kugel in .7 liegt und dass sich jede Menge in 7 als Vereinigung
von offenen Kugeln schreiben lasst.

Sei zuerst O € 7. Wahle zu jedem z € O ein ¢, > 0 mit B(z,e;) C O. Dann ist wegen
r € B(x,e;) also O = U, B, e.), was zeigt, dass jede Menge in .7 eine Vereinigung
von offenen Kugeln ist.

Sei nun B(xg,&0) eine offene Kugel, also zg € M und g9 > 0. Sei € B(xg,£0) beliebig,
also d(z, xzg) < 9. Setze € =g — d(z, xp). Ist nun y € B(x,¢), so gilt

d(y,xo) < d(y,z) + d(z,xo) < e + d(z,x0) = €0,

also y € B(xo,€0). Dies zeigt B(z,¢) C B(xo,e0). Weil z € B(xo, o) beliebig war, ist nach
Definition B(zg,0) € 7.

5. Fiir z,y € R definiere dy (z,y) = |z —y| und da(z,y) = |arctan(z) —arctan(y)|. Zeige:

(a) Die Abbildungen d; und da sind Metriken auf R.

Losung: Dass d; eine Metrik ist, ist aus den Anféngervorlesungen bekannt.

Wir priifen fiir do die Axiome einer Metrik. Offenbar ist 0 < d(z,y) < oo, d(z,x2) =0
und d(z,y) = d(y, z) fur alle z,y € R. Ist d(z,y) = 0, so ist arctan(z) = arctan(y),
was wegen Injektivitdt von arctan zeigt, dass x = y gilt.

Es ist nur noch die Dreiecksungleichung zu zeigen. Seien dazu x,y, z € R. Dann gilt

do(zx, z) = | arctan(z) — arctan(z)|

< |arctan(z) — arctan(y)| + |arctan(y) — arctan(z)| = da(x, y) + da(y, 2)

nach der gewohnlichen Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen.

(b) Die Metriken d; und ds sind dquivalent, d.h. sie erzeugen dieselbe Topologie.

Losung: Sei .77 die von d; erzeugte Topologie und 75 die von ds erzeugte Topologie.

Wir miissen .77 = % zeigen. Im Folgenden schreiben wir By (z, ¢) fiir Kugeln beziiglich
der Metrik dy und Bs(x,¢) fiir Kugeln beziiglich der Metrik ds.



Sei zuerst O € 5 gegeben, und sei x € O beliebig. Dann gibt es ein €5 > 0 mit
Bsy(z,e9) C O. Da arctan stetig ist, gibt es ein ¢ > 0 mit | arctan(y) —arctan(z)| < &2
fir alle y mit |y — x| < d. Setze e1 := 4. Ist nun y € By(z,1), also |y — x| < J, so ist

da(y,x) = |arctan(y) — arctan(z)| < &g,

also y € Bo(x,e2) C O, was By(z,e1) C O zeigt. Weil z € O beliebig war, zeigt dies
nach Definition O € 7;. Also ist %5 C 9.

Sei nun O € 9, gegeben, und sei x € O beliebig. Dann gibt es ein e; > 0 mit
Bi(z,e1) C O. Da tan stetig ist, gibt es zu a := arctan(z) ein 6 > 0 mit |tan(b) —
tan(a)| < e fur alle b mit |b — a| < §. Setze ey := . Ist nun y € By(z,e2), also
|arctan(y) — arctan(z)| < d, so ist mit @ = arctan(z) und b = arctan(y) also
|b —al < ¢ und daher

dy(y,z) = |y — x| = | tan(arctan(y)) — tan(arctan(x))| = | tan(b) — tan(a)| < &1,

was y € By(z,e1) C O und somit By(z,e2) C O zeigt. Weil x € O beliebig war, zeigt
dies nach Definition O € . Also ist .7 C P.

Wir haben insgesamt .77 = % gezeigt. Nebenbei bemerkt wurde von arctan nur
die Eigenschaft verwendet, injektiv und bistetig zu sein, also stetig mit stetiger
Umkehrfunktion.

6. Skizziere die Einheitskugeln von (R2, || - ||1), (R?, || - ||2) und (R?, || - [|oo)! Zeige zudem, dass
die Normen || - |1, || - ]2 und || - || auf R¥, d € IN, dquivalent sind!

Losung: Die Einheitskugeln sind:

-05

(B2, - [h) (B2, - [I2) (B2, - [loc)
Fiir den Beweis der Aquivalenz der Normen sei z = (x1,...,2q9) € R? beliebig. Dann ist
d d
l]l% =  Iax Ifml2 <Y il = )3 < Z jmax jz;1)? = |||
=1 i=1

also ||z s < ||z]l2 < Vd||Z||oo, und analog

d
lzlloo < Jzil = llzlly < dllelloo,

i=1
was nach Definition die Aquivalenz von || - || mit || - |loo und von || - ||; mit || - ||so zeigt. Da
die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation ist, sind diese drei Normen paarweise

aquivalent.

7. Zeige, dass (C[0, 1], || - |loo) und (C[0, 1], || - ||1) normierte Rdume sind! Sind die Normen
aquivalent?

Losung: Wir zeigen zuerst, dass || f|oc = maxo<z<1 | f(2)| eine Norm auf C[0, 1] ist. Da
[0, 1] kompakt und f stetig ist, nimmt f ein Maximum an, was insbesondere || f||s < 00



zeigt, wahrend || f|loo > 0 und [|0]|s = 0 klar ist. Ist f # 0, so gibt es z € [0, 1] mit f(x) # 0,
also ist || flleo > |f(x)| > 0, was umgekehrt zeigt, dass || f|lcc = 0 nur fir f = 0 moglich ist.
Sind schlieklich f und g in CJ0, 1], so gilt fiir jedes = € [0, 1] die Abschétzung

(F+9) @) =f(@)+9(@)] < [f(2)] +g(2)] < max [f(y)] + max |g(y)] = [|f]loo +lglloo,

was nach Definition [|f + ¢ljcoc < || flloo + ||glloc zeigt. Wir haben somit alle Eigenschaften
einer Norm iiberpriift.

Wir zeigen als néchstes, dass auch || f|; == fol |f(z)| dz eine Norm auf C|0, 1] ist. Da mit
f auch x — |f(z)| eine stetige Funktion und somit (Riemann-)integrierbar ist, ist || f]1
wohldefiniert und endlich. Die Eigenschaft || f||; > 0 folgt aus der Monotonie des Integrals,
wahrend ||0||; = 0 nach Definition des Integrals klar ist. Ist f # 0, so gibt es ein xg € [0, 1]
mit f(zg) # 0. Sei o :== [f(20)] > 0 und € := §. Da f stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit
|f(z) — f(zo)| < e fiir x € [0,1] mit | — o] < J. Also ist

(@) > |f(zo)| = |f(z0) = f(2)| > —e=

+ wle

fiir alle x € [0,1] mit |z — x| < 4. Sei [a, b] = [0,1] N [zg — 0, 0o
0 <a < b< 1. Dann ist wegen der Monotonie des Integrals

1 b b b
||f||1=/0 If(w)dxz/ |f(x)|dx2/ ;dx:a(a)m

0], also insbesondere

2

Im Umkehrschluss folgt aus ||f||; = 0 also f = 0. Fiir die Dreiecksungleichung seien
schlieflich f und g in CJ0, 1]. Dann ist

1 1
||f+g||1=/0 If(x)+g(w)\dxé/0 (U7 @) + lg@)) dz = | £l + gl

wegen Monotonie und Linearitat des Integrals.

Wir zeigen nun noch, dass die Normen nicht dquivalent sind. Dazu betrachten wir die Folge

(fn) in C[0,1], die durch
_ Jl—nx, x€l0, %]7
fnlz) = { e (L1].

definiert ist. Dann ist
[ frllo =1

und

[ fnlls = /Ol‘fn(xﬂdﬂ”: /j(l—nw) dz = [a:_ W}j L1 1

was man auch elementargeometrisch direkt sieht. Waren nun die beiden Normen dquivalent,
so giabe es insbesondere eine Konstante ¢ € R mit der Eigenschaft, dass

c
1= falloo < cllfulli = o 0 (n— o)

fiir alle n € IN gilt, ein Widerspruch.



