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Elemente der Topologie: Klausur 1

1. Zeigen Sie, dass in einem Hausdorff-Raum jede einelementige Menge abgeschlossen ist! (10)

2. Sei F(R) mit der Topologie der punktweisen Konvergenz versehen. Sei n ∈ N, und seien
xi ∈ R, i = 1, . . . , n. Zeigen Sie, dass die Menge O := {f ∈ F(R) : f(xi) > 0 ∀i = 1, . . . , n}
offen ist! (10)

3. Sei M ein metrischer Raum und K eine kompakte Teilmenge von M . Zeigen Sie, dass K
beschränkt ist! (10)
Hinweis: A ⊂M heißt beschränkt, wenn es x ∈M und R ≥ 0 mit A ⊂ B(x, R) gibt.

4. Sei {0, 1} mit der diskreten Topologie und X := {0, 1}N :=
∏∞

n=1{0, 1} mit der Produktto-
pologie versehen. Sei A ⊂ X zusammenhängend. Zeigen Sie, dass A aus höchstens einem
Element besteht. (10)
Bemerkung: Man nennt Räume mit dieser Eigenschaft total unzusammenhängend.

5. Ein-Punkt-Kompaktifizierung: Die komplexen Zahlen C seien mit der üblichen euklidischen
Topologie versehen. Sei Ĉ := C ∪ {∞}. Es sei

T̂ :=
{
O ⊂ Ĉ :∞ 6∈ O und O offen in C

}
∪
{
O ⊂ Ĉ :∞ ∈ O und Oc kompakt in C

}
.

Zeigen Sie:
(a) T̂ ist eine Topologie auf Ĉ. (10)

(b) (Ĉ, T̂ ) ist ein Hausdorff-Raum. (10)

(c) (Ĉ, T̂ ) ist kompakt. (10)

6. Bezeichne P die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten, aufgefasst als Funktionen
von der Menge R in den topologischen Raum R. Zeigen Sie, dass die euklidische Topologie
die Initialtopologie von P ist! (10)

7. Entscheiden Sie (ohne Begründung), ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind, und
kreuzen Sie die entsprechende Antwort im Prüfungsbogen an: (20)

(1) Erfüllt ein metrischer Raum das erste Abzählbarkeitsaxiom, so ist er separabel.

(2) Jede nicht-leere Menge X, versehen mit der diskreten Topologie, erfüllt das zweite
Abzählbarkeitsaxiom.

(3) Jede Teilmenge von Q, die bezüglich der euklidischen Topologie ein vollständiger
metrischen Raum ist, ist als Teilmenge von Q abgeschlossen.

(4) Ist M ein metrischer Raum und A eine abzählbare Teilmenge von M , so ist A
abgeschlossen.

(5) Ist X ein separabler Hausdorff-Raum und Y eine nicht-leere Teilmenge von X, so ist
Y bezüglich der relativen Topologie separabel.



(6) Ist X ein Hausdorff-Raum, K ⊂ X kompakt und A eine nicht-leere Teilmenge von K,
so ist auch A kompakt.

(7) In einem topologischen Raum X ist eine Menge A genau dann offen, wenn A∩∂A = ∅
gilt.

(8) In einem kompakten metrischen Raum ist jeder Ultrafilter konvergent.

(9) Die Menge {u ∈ F(R) : |u(x)| ≤ |x| für alle x ∈ R} ist kompakt in F(R) bezüglich
der Topologie der punktweisen Konvergenz.

(10) Ist K ein kompakter Hausdorff-Raum und A ⊂ K abgeschlossen, so ist die Abbildung
f 7→ f |A surjektiv von C(K) nach C(A).

Übungsblätter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws09/topo.html


