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Funktionalanalysis: Blatt 2

Seien F¥ und F normierte Rdume und 7: F — F linear und bijektiv. Zeige, dass die
Abbildung T~! ist genau dann stetig ist, wenn es ein a > 0 mit ||Tz| > «of|z|| fiir alle
x € F gibt.

. Seien X, Y und Z normierte Raume, S € Z(Y,2), T € Z(X,Y), x € X und (S,) C
Z2Y,Z), (T,) c Z(X,Y) und (x,) C X beschrankte Folgen. Zeige:
(a) S, —S,1T,—-T=5,T,—ST
(b) Sp =S, T, —sT = ST, —s ST
Hinweis: Wir schreiben T,, —¢ T, falls (7,) stark gegen T konvergiert, also falls
Thx — Tx fir alle x € X gilt, und analog fiir (Sy,).

(¢) Tp —=sT, xp > = Tha, = Tx

Sei X ein normierter Raum und D ein dichter Unterraum, der mit der induzierten Norm ver-
sehen wird. Zeige, dass der Einschrankungsoperator R: X' — D', ¢ — ¢|p ein isometrischer
Isomorphismus ist, also bijektiv mit ||Rp| = ||¢|| fir alle ¢ € X'.

Zeige, dass der Raum ¢ der (komplexwertigen) Nullfolgen und der Raum ¢ der (komplex-
wertigen) konvergenten Folgen isomorph sind.

Sei 1 < p < oo, %—i—z%:l. Zeige:
(a) Tst y € €7, so definiert p,(z) == S°°° | g, 2, ein Funktional ¢, € ()’ mit Norm
eyl = llylly-
(b) Ist ¢ € (7Y, so gibt es genau ein y € F' mit p = ¢,

Bemerkung: Wir haben hier einen natiirlichen isometrischen Isomorphismus zwischen 7'
und (¢P)" gefunden, namlich y — ¢g; beachte, dass y — ¢, nicht linear ist! Man schreibt
daher auch ()" = ¢¢" und identifiziert Funktionale auf ¢’ mit Elementen von ¢*'.
Information: Die Aussage bleibt fiir p = 1 richtig. Fiir p = oo ist sie allerdings falsch, wie
wir im Laufe der Vorlesung noch sehen werden.
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