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14. Sei E ein Banachraum und F' # {0} ein normierter Raum. Zeige:

(a) SeiT € Z(E,F) und (T),) eine Folge in Z(E, F), die stark gegen T" konvergiert. Es
gibt M > 0 mit ||T,,|| < M fiir alle n € IN.
Bemerkung: Vergleiche Aufgabe 6; die Beschrianktheit der Folgen ist dort also
automatisch gegeben.

Losung: Klar nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit.

(b) Ist E ein separabler Hilbertraum, so ist E genau dann endlichdimensional, wenn jede
stark konvergente Folge (T;,) C .Z(E, F) in der Norm von .Z(E, F') konvergiert.
Tipp: Fiir den Fall, dass F unendlichdimensional ist, betrachte zuerst ¢, € E’
definiert durch ¢, (x) == (z | e,) fir ein Orthonormalsystem (e,,)nen.

Losung: Sei E endlichdimensional und (7},) stark konvergent gegen 7. Dann ist
K = B(0,1) nach Satz (3.8) kompakt und daher (7;,) gleichméfig konvergent auf
K nach Satz (4.3). Zu € > 0 gibt es also ng mit || 1, — Tx| < ¢ fiir alle n > ng und
x € B(0,1), was gerade ||T;,, — T'|| < ¢ fiir n > ny bedeutet, also T,, — T

Sei nun E unendlichdimensional und (e,) eine ONB von H. Definiere ¢, (x) =
(x| ep). Laut Vorlesung gilt ¢, (z) — 0 fiir alle z € E. Andererseits gilt v, (en) = 1,
also ||¢n| # 0. Mit einem beliebigen Vektor f € F, f # 0 bedeutet das fiir

Thx = p(x)f, dass (T,) stark gegen T' = 0 konvergiert, aber nicht in Operatornorm.

15. Sei E ein normierter Raum und A C E mit A = E gegeben. Zeige, dass es eine linear

unabhéngige Teilmenge M von A mit span(M) = E gibt, falls A abzahlbar ist. Bleibt die
Aussage auch ohne die Voraussetzung, dass A abzdhlbar ist, richtig?

Bemerkung: Dies zeigt, dass man in einem separablen normierten Raum stets eine linear
unabhéngige, totale, abzahlbare Teilmenge findet.

Losung: Dies folgt aus dem Basisauswahlsatz. Genauer gesagt ist A nach Definition ein
Erzeugendensystem von span(A). Nach dem Basisauswahlsatz gibt es eine Basis M C A
von span(A), also ist M linear unabhéngig und span(M) = span(A). Wegen A C span(A)
zeigt dies die Behauptung. Es werden nun trotzdem noch direkte Beweise gegeben.

Sei A = {y, : n € N} abzahlbar. Definiere induktiv
ng =min{n € N : z1,...,2k_1, Yy, linear unabhéngig}

und zj, = yn, , solange die Konstruktion nicht abbricht. Dann ist die (endliche oder unend-
liche) Familie (xj) linear unabhéngig. Wir zeigen A C span(M), woraus die Behauptung
folgt. Sei y,, € A. Ist y,, € M, so ist nichts zu zeigen. Gibt es ein k£ mit ng > m oder
gibt es nur endlich viele (x1,...,25_1), so ist (z1,...,Zk—1,Ym) linear abhéngig, aber
(z1,...,7k_1) linear unabhéngig, was bedeutet, dass man y,, als Linearkombination der
anderen Vektoren schreiben kann.

Wir verzichten nun auf die Forderung, dass A abzédhlbar ist. Die Menge A kann nur fiir
E = {0} endlich sein, und dieser Fall ist trivial. Sei A nun iiberabzéhlbar und sei M die
Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen von A, geordnet beziiglich Inklusion. Fiir jede
linear geordnete Kette ist dann ihre Vereinigung eine obere Schranke. Nach dem Lemma
von Zorn gibt es ein maximales Element M. Ist nun y € A, so ist entweder y € M oder
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M U{y} linear abhéngig. In beiden Fillen ist y € span(M). Also gilt A C span(M ), woraus
die Behauptung folgt. Dieser Beweis funktioniert im Ubrigen auch fiir abzihlbare Mengen

A.

Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum und O,, C M offen und dicht in M fiir jedes
n € IN. Zeige, dass dann U = (), oy On dicht in M ist! Ist U im Allgemeinen offen? Besitzt
U im Allgemeinen innere Punkte?

Losung: Man kann diese Aussage genau wie im Beweis des Satzes von Baire zeigen. Hier
leiten wir sie stattdessen aus der Aussage des Satzes von Baire her und zeigen dazu erst
folgende Verallgemeinerung dieses Satzes:

Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum und (A,,) eine Folge abgeschlossener Teilmen-
gen von M. Die Menge J A,, besitze einen inneren Punkt. Dann gibt es ein ny, fiir das A,
einen inneren Punkt besitzt.

Sei (A;,) eine solche Folge und B(y,r) C |J Ay,. Wir betrachten M’ := B(y, r) wiederum als
vollstdandigen metrischen Raum beziiglich der induzierten Metrik. In diesem Raum sind die
Mengen A/, :== A, N M’ abgeschlossen, und es gilt | J A], = M’. Nach dem Satz von Baire
aus der Vorlesung gibt es ein ng, fiir das Aj, einen inneren Punkt beziiglich M’ besitat,
d.h. es gibt € M’ und € > 0 mit

B(z,e) N B(y,r) = B(z,e) N M' C A, .

Wegen x € B(y,r) ist 0 # B(x,e) N B(y,r) C Al

no» Was zeigt, dass Ay, auch als Teilmenge
von M einen inneren Punkt besitzt.

Seien nun (O,,) offene, dichte Teilmengen von M. Dann sind A,, :== M \ O,, abgeschlossene
Teilmengen von M ohne innere Punkte. Nach obiger Variante des Satzes von Baire besitzt
dann auch [J A, keine inneren Punkte, was zeigt, dass das Komplement dieser Menge, also
U =[Oy, dicht in M liegt.

Im Allgemeinen besitzt U keine inneren Punkte und ist somit insbesondere nicht offen.
Beispielsweise fiir M = R und O,, := R\ {¢,}, wobei (g,,) eine Abzihlung von Q ist, ist
U=Q°.

Sei H ein Hilbertraum. Zeige:

(a) Sei (e;)ier ein Orthonormalsystem in H und x € H. Dann ist (z |e;) # 0 fur
héchstens abzéhlbar viele ¢ € 1.
Tipp: Zeige zuerst, dass die Bessel’sche Ungleichung Y-, | (z | €;)|? < ||z fiir
jede endliche Teilmenge I’ von I gilt!

Losung: Sei I’ eine endliche Teilmenge von I, I' = {iy,...,i,}. Definiere z,, =
Yop_q (x| e)ei,. Dann ist * — z, L ¢;, fir k = 1,...,n und somit x — z,, L xp,
also
I2l* = llz = 2 + 2ol = ll& = 20 + |20]1* > 20
n
=Y l@le)P =D l(=]e)
k=1 el’

nach dem Satz von Pythagoras.
Wir zeigen, dass es fiir jedes € > 0 nur endlich viele i € I mit |(z | e;) | > € gibt;
daraus folgt die Behauptung. Angenommen, es gilt | (z | ;) | > €9 > 0 fiir unendlich

2
viele 7 € I. Dann gibt es insbesondere eine Menge I’ C I der Grofe n > @ mit
0

3
| (z]e;)| >epfurieI'. Also folgt

2] =Y 1 (@ | ei) |* = nef > ),
iel’



ein Widerspruch.
Sei (e;)ier ein Orthonormalsystem in H. Die Reihe

P$2:Z($’€i)€i = Z (x]e)e;

iel (z]eq)#0

konvergiert unbedingt und es gilt © — Px L span{e; : i € I}. Ist (e;) sogar eine ONB,
so gilt Pr = .
Losung: Die Reihe auf der rechten Seite ist nach dem vorigen Aufgabenteil eine

Reihe mit abzahlbar vielen Summanden, sodass die Schreibweise sinnvoll ist, falls
die Reihe unbedingt konvergiert.

Sei z € H und
I'={iel:(z]e)#0}.
Ist 1" endlich, so konvergiert ) .., (z | e;) ¢; unbedingt. Sei also I” unendlich. Dann

ist I’ nach dem vorigen Aufgabenteil abzihlbar, und wir schreiben I’ = {i,, : n € IN}.
Nach dem vorigen Aufgabenteil ist

n
HZ(ﬂJ | ei) €3y
k=1

fiir alle n € IN und daher gilt

n
H Z (x| ei,) €,
k=m

fiir m,n — oo. Das zeigt, dass die Partialsummen von > ;2 (z | e, ) €;,, eine Cauchy-
Folge in H sind. Sei Pz = 72 (z | €;,) €3,

Wir miissen noch zeigen, dass jede Umordnung der Reihe ebenfalls gegen Px konver-
giert. Sei dazu 7 eine Permutation von IN und € > 0. Wahle ng mit

9 n
= Iz le)* < lz)?
k=1

2 n )
=> l@ley)>—0

no 9 00 9 [
[P - el = | & @lalal = X l@lar<e
k=1 n=no+1 n=ng+1

und wahle mo mit {1,...,no} C {7(1),...,m(mg)}. Dann gilt

mo 2

pr - Z <x | eiw(k)) Cin (k)

k=1

no

< (HP{L‘ — Z(w | e, ) €i,

y

mo
+ HZ L (k) >no} (m | eiw(k)> Cirk)
= k=1

< (o4 (St (o 100) ) < 21

Das zeigt > po (a; ] eiﬂ(m) Ciphy = Pz und somit die unbedingte Konvergenz der
Reihe.
Wegen Stetigkeit des Skalarprodukts folgt

(@~ Palej)=(z]ej) =) (a]e)(ei] ) =0,
i€l
fir j € I. Mit Linearitdt und Stetigkeit des Skalarprodukts zeigt dies x — Px L
span{e; : i € I}.
Ist (e;) sogar eine ONB, heifst dies gerade x — Px L H, also insbesondere

|z — Pz||* = (x — Px |z — Pz) =0,

was Px = x zeigt.



(c) Es gibt eine ONB (e;)ier von H mit einer (nicht notwendigerweise abzéhlbaren)
Indexmenge I. (2)
Tipp: Betrachte eine natiirliche Ordnung auf der Menge aller Orthonormalsysteme
von H und verwende das Lemma von Zorn.

Losung: Sei M die Menge aller Orthonormalsysteme von H, geordnet mittels
Mengeninklusion. Fiir eine geordnete Kette solcher Systeme ist ihre Vereinigung eine
obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn gibt es dann ein maximales Element
M = {e; :i € I'}. Es ist nur zu zeigen, dass span(M) in H dicht ist.

Nehmen wir U := span(M) # H an. Wihle x € H \ U. Dann ist

Pw:Z(aﬁ\ei)eieU
el

und somit y = x — Px # 0. Nach dem vorigen Aufgabenteil gilt y L U, also
y/|lyll L M. Damit ist (M,y/||y||) € M, was der Maximalitdt von M wiederspricht.



