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Losungen Funktionalanalysis: Blatt 5

18. Sei L3, == {f: R — C messbar, 2r-periodisch : fOQﬂ | f|* < oo} mit dem Skalarprodukt

1 2m
(u]v)y: ™ uv

versehen. Da Co; in L2 dicht ist, ist (eg)rez eine Orthonormalbasis von L%w
(a) Berechne die Fourierkoeffizienten der Funktion f € L3, die auf [0, 27) durch f(x) =
fir z € [0, 7] und f(z) =0 fiir x € (7, 27) gegeben ist!

Losung: Es ist ¢y = % und

1 " —ikt 1 —ik
- dt = ikt
2r Jo ¢ —2mik

C =

T {O, k gerade

0 ﬁ, k ungerade.
fiir k # 0.

(b) Zeige > > W = %2!
Tipp: Parseval’sche Gleichung.

Losung: Nach der Parseval’schen Gleichung gilt

oo

11 ) , 1
2 2n |f| D lenf* = Zw2(2k+1)2'

kez k=0
Lost man nach der Reihe auf, erhélt man die Behauptung.

(c) Berechne > °°

Losung: Da alle auftretenden Reihen konvergieren, gilt

1 <1 > 1 les1 =«
Zn Z:(271) (2n+1) 4271 8
n=1 n=1 n—= n=1

7’L1n2

R
~n? 3 8 6

19. Sei X ein Banachraum und F # X ein abgeschlossener Unterraum von X. Zeige, dass die
Quotientenabbildung ¢: X — X/F,  — x + F die offene Einheitskugel in X auf die offene
Einheitskugel in X/F abbildet und schlussfolgere | ¢|| = 1!

Lésung: Bezeichne By die offene Einheitskugel in X und By, die offene Einheitskugel
in X/F. Fur « € By ist

[z + F| = dist(z, F) < [lz]| <1,

also q(z) € Bx/p, was ¢(Bx) C Bx,p zeigt. Daraus folgt [|q|| < 1.

Sei z+F € By/p, also dist(z, F') = infyep ||z —y|| < 1. Dann gibt es y € F' mit ||z —y[| < 1.
Mit z:=x —yistalso 2 € By und q(2) =z —y+ F =x+ F, was ¢ + F € q(Bx) zeigt,
also Bx/p C q(Bx). Wegen X/F # {0} folgt daraus ||¢|| = sup,cp, [lq(2)[ > 1.
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20. Seien F und F Banachrdume und bezeichne Z(FE, F') die Menge der injektiven Operatoren
T € £(E,F), deren Bild ein abgeschlossener Unterraum von F' ist. Zeige:

(a)

Esist T € Z(E, F) genau dann, wenn es eine Konstante o > 0 mit ||Tz| > afz]|
fiir alle z € E gibt.

Losung: Sei T' € Z(E, F). Dann ist R := RgT ein Banachraum beziiglich der Norm
von F' und T bijektiv und stetig von F nach R. Nach dem Satz iiber die beschrénkte
Inverse ist T dann invertierbar, woraus nach Aufgabe 5 folgt, dass es a > 0 gibt mit
|Tz||F = |Tz||r > o||z|g fir alle z € E.

Gebe es nun umgekehrt « > 0 mit ||Tz|| > «af|z|| fir alle x € E. Aus Ta = 0 folgt
dann ||z|| < 1||Tz|| = 0, also z = 0, was zeigt, dass T' injektiv ist. Sei nun (Tzy,)
eine konvergente Folge in Rg 7' mit T'z,, — y. Dann ist ||y — 2 || < (| T2y — Ty ||
und somit (z,) eine Cauchyfolge in E. Mit z = lim,,_, o x,, gilt dann Tz, — Tz,
also wegen Eindeutigkeit des Grenzwerts y = T'x € RgT. Wir haben gezeigt, dass
Rg T abgeschlossen ist. Ingesamt haben wir T' € Z(E, F') bewiesen.

Z(E,F) ist eine offene Teilmenge von Z(E, F).
Losung: Sei T' € Z(E, F) und ar > 0 wie im vorigen Aufgabenteil. Fiir S € Z(E, F)
mit [|S —T|| < ar gilt dann

[Szl| > | T]| = [T — Szl| > (ar — |T = S]]«
fir alle z € E. Aus dem vorigen Aufgabenteil folgt dann mit g .= ap—||T—S|| > 0,
dass S in Z(E, F) liegt.

Falls es ein Ty € Z(E, F) gibt, fiir das Rg Tj nicht abgeschlossen ist, so ist die Menge
M ={T € Z(E,F) : RgT abgeschlossen} nicht offen in .Z(E, F).
Losung: Offenbar ist 0 € M. Ware M offen, so gébe es € > 0 mit B(0,e) C M.

Insbesondere ware T = 2‘5‘—%” € M, was wegen RgT' = RgTy aber der Wahl von Tj
widerspricht.

21. Sei X ein Banachraum und U ein Unterraum von X. Dann heifst U projezierbar, falls es
eine Projektion P € Z(X) mit Rg P = U gibt. Zeige:

(a)

Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) U ist projezierbar.

(ii) U ist abgeschlossen und es gibt einen abgeschlossenen Unterraum V' von X mit

UV =X.

Losung: Gibt es eine Projektion P € .Z(X) mit Rg P = U, so ist laut Vorlesung
X =U®V mit V=Kern P, und U und V sind abgeschlossen.

Gilt umgekehrt X = U ¢ V mit abgeschlossenen Mengen U und V', so definiert
Px = xy, wobel x = xyy +xy die eindeutige Darstellung mit ¢y € U und xy € V sei,
eine Projektion mit U = Rg P und V' = Kern P. Laut Vorlesung ist dann P € .Z(X).

Ist U projezierbar, so ist X/U zu einem Unterraum von X isomorph.

Losung: Nach dem ersten Aufgabenteil ist X = U @ V mit abgeschlossenen Unter-
rdumen U und V. Betrachte die Norm ||z||2 := ||z || x + ||zv||x, wobel x = zp + xy
die eindeutige Darstellung mit zyy € U und xy € V sei. Dann ist (X, || - ||2) ein
Banachraum und ||z||x < [|z||2 fiir alle x € X. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass
in diesem Fall || - || x und || - ||2 ’aquivalente Normen sind. Dann sind natiirlich auch
|z + U|| == infuep || — ul|x und ||z + U||2 := inf,cp ||z — u||2 &quivalente Normen
auf X/U.

Der Raum V ist mittels v — v + U isometrisch isomorph zu (X /U, || - ||2), denn

Ullo = inf =
lo+Ullz = inf (lullx + [lvllx) = llullx
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und die Injektivitat folgt aus UNV = {0}, wihrend die Surjektivitat klar ist. Folglich
ist V isomorph zu (X/U, || - ||), was gerade die Behauptung zeigt.

(c) Bonusaufgabe: ¢ ist in £°° nicht projezierbar.
Tipp: Zeige, dass es keine abzdhlbare punktetrennende Teilmenge von (£%°/c¢g)’ gibt.

Losung: Wir zeigen zuerst die Aussage im Tipp. Sei dazu (A;);e; eine iiberabziahlbare
Familie von Teilmengen von IN mit der Eigenschaft, dass jede der Mengen A; unendlich
viele Elemente besitzt, aber die Durchschnitte A; N A; fiir ¢ # j endliche Mengen
sind. Zum Beweis der Existenz eines solchen Systems sei p: Q — IN bijektiv. Wir
setzen I := R. Fiir jedes z € R\ Q wéhlen wir eine Folge (¢, (7)) C Q mit g,(z) — =
und setzen A, = {p(gn(x)) : n € N}. Die geforderten Eigenschaften von (Ay)zer
priift man nun leicht nach.

Wir definieren x; := 1 4, +co € £°°/co. Beachte, dass dann || Y, ¥;2;]| = 1 fiir jede
endliche Teilmenge () # I' C I gilt, wenn |¢;| = 1 fiir alle ¢ € I’ ist. Insbesondere ist
x; # 0 fir alle i € I.

Sei A C (£ /cy) abzihlbar und ¢ € A. Setze I, = {i € I : [p(z;)| > 1}. Zu jedem
i€ I,p gibt es ¥; € C mit [¥;| = 1 und p(d;x;) > % Somit gilt fiir jede endliche
Teilmenge I’ # () von I,

el > |o (3 viai) | = |3 e (0ia)

iel’ iel’

#1’
n

>

Also enthélt I” hochstens n||¢|| Elemente, was zeigt, dass I, ,, eine endliche Menge
ist. Das beweist, dass

f::{i€I|3g0€A:cp(:L‘i)7£0}: U UI’"

peAneN

abzihlbar ist. Also ist I # I, was bedeutet, dass es z; € £°°/cy mit x; # 0 und
o(z;) = 0 fiir alle ¢ € A gibt. Man sagt dazu auch, dass A nicht punktetrennend ist.
Wir haben nun die Aussage des Tipps bewiesen.

Wiére ¢ in £*° komplementiert, so gdbe es einen abgeschlossenen Unterraum V' von ¢*°
und einen Isomorphismus 7': £*°/cy — V. Fiir £*° sind die Koordinatenfunktionale
eine abzdhlbare, punktetrennende Teilmenge von (£°°)'. Also sind ihre Einschrankun-
gen (on)nen auf V' also punktetrennend fiir V. Setze ¢y, == ¢, o T € (£>°/cy)’. st
nun = € £°° /¢y mit P, (x) =0, also ¢, (Tx) = 0, fiir alle n € IN, so folgt Tx = 0 und
schlieflich = 0. Das heifst, dass {t¢,, : n € IN} eine abzdhlbare punktetrennende
Menge in (£%°/cp)’ ist im Widerspruch zur Aussage des Tipps. Also kann ¢g in £
nicht komplementiert sein.

22. Seil <p<oound —oo < a < b < oo. Laut Vorlesung gibt es ¢, > 0 mit

HUHOO < Cp,ab uHleP(a,b) = Cp,a,b(”“”p + HUIHP)

fiir alle u € WP(a,b). Finde einen expliziten Wert fiir ¢, 45!

Bemerkung: Der explizite Wert muss nicht optimal sein.

Hinweis: Es darf benutzt werden, dass u € Cla,b] und u(z) = u(a) + [ «'(t) d¢ fiir alle
u € WHP(a,b) und z € [a, b] gilt.

Loésung: Aus der Darstellung im Hinweis erhélt man mit der Hélderungleichung

T b
ue) — ()| = | [0 at] < [ @10 <l 2
Y a



fir alle z,y € [a, b], wobei wir die Konvention fj = — fyx fiir y < x verwendet haben. Man
erhalt also

b b b
(b—a)IU(:E)IZ/ IU(Jf)IdyS/ IU(m)—U(y)Ider/ lu(y)| dy
a a a
< N llp(d = )l Ly llpr + Nutllpll La,p) llpr-
Folglich ist

[u(@)] < (0= a) P2 [l + (b= a) "2 lullp < epap

|l yw1.p(a,p)

Cpab = max{(b - a)(p—l)/p’ = a)—l/p}‘



