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23.

24.

Sei H ein (reeller oder komplexer) Hilbertraum, C' C H abgeschlossen und konvex, z € H
und € C. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) [lz = 2| < |lz —yll fiir alle y € C.
(i) Re(z—z|y—2)<O0firaleyeC.
Losung: Es gelte (ii). Fiir y € C ist dann

lz = yl? = (@ = &) = (y = D)|* = |z — &|* = 2Re(z — & | y — 2) + [|2 — y* > ||lz — &*.

Gelte nun (i). Fir y € C und X € (0,1) ist dann & + A(y — ) € C und somit
lz = 2|* < llz — 2 = Ay = )| = |lz — 2[|* = 2ARe (z — & | y — &) + N|ly — 2%,
also
2Re(x — & |y — &) < Ay — 2|,
Durch Grenziibergang A — 0 erhélt man die Behauptung.

Sei H ein Hilbertraum, sei C' C H abgeschlossen und konvex, P die orthogonale Projektion
von H auf C. Zeige:

(a) ||Pz— Pyl < |z —y| fir alle z,y € H, mit Gleichheit genau fir x — Pz = y — Py.
Losung: Fiir alle z und y gilt
Re(z — Pz |Py— Pzx) <0 und Re(y—Py|Pzr—Py)<0
nach der vorherigen Aufgabe. Also ist
lz = yl* = Iz = Pz) + (Pz — Py) + (Py - y)|*
= ||z — Pa|® + [Pz — Py|* + | Py — y|* + 2Re (¢ — Pz | Pz — Py)
+2Re(Py—y| Pr— Py)+2Re(z — Pz | Py —y)
> ||z — Px|* +2Re (z — Pz | Py —y) + [|Py — y|* + | Pz — Py|?
= |z — Pe+ Py —y|* +||Pz — Py|* > || Pz — Py|*.
Dies zeigt die Ungleichung, und zudem kann Gleichheit hochstens dann gelten, wenn

|z — Px + Py — y||? = 0 ist, also nur fiir * — Pz = y — Py. Ist andererseits diese
Gleichung erfiillt, so hat man trivialerweise ||z — y||?> = ||Px — Py||%.

(b) Ist C # {0} ein Unterraum, so gilt ||P| = 1.

Losung: Die Abschitzung || P|| < 1 folgt aus dem vorigen Aufgabenteil. Fir x € C
mit [|z]| = 1 ist ||P|| > || Pz|| = ||z|| = 1. Also gilt || P| = 1.

(c) Ist C ein Unterraum, so gilt (Pz | y) = (z | Py) fir alle z,y € H.

Losung: Laut Vorlesung sind # — Pz und y — Py in C, also insbesondere
0=(x—Px|Py)—(Px|y—Py)=(z|Py)—(Pzl|y),

was die Behauptung zeigt.
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25. Sei FE ein reeller Banachraum und E; ein abgeschlossener Kegel in E, also E; # 0,
AEL C E; fiir alle A\ > 0 und F; + Ey C FE,. Ein Funktional ¢ € E’ heifit positiv
(beztiglich E. ), falls p(x) > 0 fiir alle x € E gilt. Zeige:

(a)

Die Abbildung pg: E — [0,00), x +— dist(x, —E) ist sublinear, d.h. fiir z,y € F
und A > 0 gilt pp(z +y) < pe(x) + pp(y) und pp(Ax) = A\pe(x).

Losung: Seien z,y € E. Sei € > 0 und wahle 21,20 € —E mit ||z — 21| < pp(z)+e¢
und ||y — 2z2|]| < pe(y) + . Dann gilt 21 + 22 € —E4 und daher

pe(r+y) <|z+y— (21 +2)| <lz—-2l+ly -2 <pp(z) +pey) + 26

Weil diese Abschéitzung fiir jedes € > 0 richtig ist, folgt pg(x + y) < pp(x) + pe(y).

Sei x € E, A > 0 und ¢ > 0. Wéhle z € —E mit ||z — z|| < pp(z) + . Wegen
Az € Fy gilt dann

pe(Az) <Az — Azl = Az = 2| < App(z) + A,

was nach Grenziibergang pr(Az) < Apg(z) zeigt. Inbesondere gilt pp(Ax) = A\pr(z)
fir A = 0. Fir A > 0 folgt

pe(Az) < Mpp(z) = Awp(3E) < 3pe(Az) = pp(Az),

was auch in diesem Fall pg(Ax) = A\pg(z) zeigt.

Ein Funktional ¢ € E’ ist genau dann positiv, wenn es ein ¢ > 0 mit ¢(x) < cpg(x)
fiir alle x € E gibt.

Losung: Sei zuerst ¢(z) < cpp(z) fir alle xz € E. Fir z € Ey ist dann

—p(x) = p(—x) < epp(—x) =0,

also ¢(x) > 0.

Sei nun ¢ positiv und x € E. Sei € > 0 und wahle z € —E, mit ||z — z|| < pg(x)+e¢.

Dann ist ¢(—z) > 0 und somit

p(r) < p(x —2) <ol |z =zl < llell pe(e) +ellell,

woraus mit ¢ — 0 die Behauptung fiir ¢ = ||| folgt.

Sei F' ein abgeschlossener Unterraum von E und F = E; N F. Fiir alle z € F gelte
pr(z) = dist(z, —Fy) = pp(z). Ist ¢ € F’ positiv beziiglich F, so besitzt ¢ eine
beziiglich Ey positive Fortsetzung ¢ € E’ mit ||| = ||¢]|.

Losung: Nach dem Beweis des vorigen Aufgabenteils gilt p(x) < ||¢| pr(z) =
lloll pe(x) fir alle z € F. Nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach gibt es also
ein lineares Funktional ¢ auf F mit ¢(z) < ||¢|| pe(x) fiir alle z € E. Nach dem
vorigen Aufgabenteil ist ¢ positiv. Da aus 0 € E sofort pg(z) < ||z|| folgt, hat man
$(@) < llpll lall. Also st [i(x)| < gl lzll, was % € E' und genaver 4] < [lo]
zeigt. Wegen ¢|r = ¢ ist aber auch |[¢|| > ||¢]l.

Sei E := (* und B, = (¥ = {(x,) € {* : x, > 0 Vn € N}. Fiir F = c und
F = ¢ lasst sich jedes beztiglich Fy := Ey N F positive Funktional ¢ € F’ zu einem
beziiglich Ey positiven Funktional ¢ € E’ fortsetzen.

Losung: Es ist nur die Bedingung pg(z) = pp(x) fir 2 € F zu priifen. Dazu geniigt
aber die einfache Beobachtung, dass mit r* := max{0,7}, r~ = max{0, —r} und
= (o)

sup b < inf ||z 4+ ylloo = pe(®) < ||z + 27 ||0o = sup z;,
nelN yeEL nelN



fir alle x € E gilt und wegen x~ € F fiir x € F ein dhnliches Argument fiir pp
richtig bleibt, also

pe(r) = sup ;) = pr(z)
nelN

fiir alle x € F gilt.

(e) Es gibt ein beziiglich ¢5° positives Funktional ¢ € (£°°)" mit p(x) = limz fiir z € c.
Fiir dieses Funktional gibt es kein y € /! mit ¢(z) = 300 | x,yy, fiir alle z € (.
Bemerkung: Anders als fiir p € [1,00) gilt fiir p = oo also nicht ()’ = 7" mit der
iiblichen Identifikation.

Losung: Offenbar ist lim ein positives Funktional auf ¢. Nach dem vorigen Aufga-
benteil gibt es also ein positives Funktional ¢ € (¢*°) mit ¢(x) = limz fiir « € c.
Gibe es ein y € ¢* mit p(z) = Y% | Tpyn, so Wire y, = p(e,) = lime,, = 0 fiir alle
n € IN, also ¢ = 0 im Widerspruch zu ¢(1) = 1.

26. Sei F ein Banachraum und F ein zu £*° isomorpher Unterraum von FE. Zeige, dass F in E

komplementiert ist!

Losung: Sei T': F' — £°° ein Isomorphismus und ¢y, € (¢°°)" die Koordinatenauswertung
ok((xy)) = z). Setze Yy, = ¢ o T € F'. Nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach
gibt es eine Fortsetzung 1}, € E’ von v, mit Norm

[l < el < IT1 el < 1T

Definiere Qz = (¢,(z))nen. Dann ist offenbar Q € Z(E,¢>°). Somit ist P := T71Q €
Z(FE). Zudem ist nach Konstruktion Pz € F fiir alle x € E. Ist z € F, so gilt

Qr = (V,(2)) = (Yn(x)) = (on(Tz)) = T

und somit Pz = z. Also ist P eine stetige Projektion auf F', woraus mit Aufgabe 21 die
Behauptung folgt.



