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27. Sei E ein normierter Raum über C. Zeige: Zu jeder R-linearen Funktion ϕ : E → R gibt
es genau ein C-lineares Funktional ψ : E → C mit ϕ = Reψ. Das Funktional ψ ist genau
dann stetig, wenn ϕ stetig ist, und dann ist ‖ϕ‖ ≤ ‖ψ‖ ≤

√
2‖ϕ‖. (2)

28. Sei E ein unendlich-dimensionaler reeller Banachraum. Zeige:
(a) Jede Vektorraumbasis von E ist überabzählbar. (2)

(b) Es gibt eine konvexe Menge C ⊂ H und einen Punkt p ∈ E \ C, die sich nicht
trennen lassen, d.h. es gibt kein ϕ ∈ E′ mit ϕ(x) < ϕ(p) für alle x ∈ C. (2)

29. Sei E ein reeller normierter Raum. Ein Halbraum H ⊂ E ist eine Menge der Form
H = {x ∈ E : ϕ(x) ≥ α} mit ϕ ∈ E′ und α ∈ R. Zeige:

(a) Ist (Hi)i∈I eine Familie von Halbräumen in E, so ist
⋂

i∈I Hi abgeschlossen und
konvex. (2)

(b) Ist C ⊂ E abgeschlossen und konvex, so gibt es eine Familie (Hi)i∈I von Halbräumen
mit C =

⋂
i∈I Hi. (2)

(c) Ist E separabel und C ⊂ E abgeschlossen und konvex, so gibt es eine abzählbare
Familie (Hn)n∈N von Halbräumen mit C =

⋂
n∈NHn. (3)

30. Sei E ein Hilbertraum und (xn) eine Folge in E.
(a) Sei (xn) beschränkt. Zeige, dass es eine Teilfolge (xnk

) gibt, für die limN→∞
1
N

∑N
k=1 xnk

existiert! (3)
Tipp: Man kann sich auf den Fall xn ⇀ 0 zurückziehen.

(b) Sei C ⊂ E abgeschlossen und konvex. Es gelte (xn) ⊂ C und xn ⇀ x. Schlussfolgere
aus dem vorigen Aufgabenteil, dass dann x ∈ C gilt! (2)

31. Wir fassen wir die Einheitsvektoren en ∈ `1 mittels der Auswertungsabbildung als Funk-
tionale auf `∞ = (`1)′ auf. Zeige, dass (en) keine σ∗-konvergente Teilfolge besitzt, und
schlussfolgere, dass `∞ nicht separabel ist! (2)
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