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Sei E ein reeller Banachraum, F, ein abgeschlossener Kegel in E und x € E. Zeige, dass x
genau dann in E liegt, wenn o(z) > 0 fiir jedes beziiglich E, positive Funktional ¢ € E’
gilt, vgl. Aufgabe 25.

Sei X ein Banachraum und (x,) eine Folge in X, die schwach gegen ein x € X konvergiert.

Zeige, dass es dann Konvexkombinationen v, = ZL”Z"I An kT gibt, d.h. A, > 0 und
o Ak = 1, fiir die y, — x gilt.
Tipp: Betrachte C' := conv{x,, : n € N}.

Sei (M, d) ein metrischer Raum und X ein Banachraum. Bezeichne F'(M, X) die Menge
aller Funktionen von M nach X. Eine Menge A C F(M, X) heiftt gleichstetig, falls es zu
jedem z € M und € > 0 ein § > 0 gibt, mit dem || f(z) — f(y)|| < ¢ fiir alle f € A und
y € B(z,9) gilt. Zeige:

(a) Ist M kompakt, so ist M separabel.

(b) Sei (fy) eine Folge in F(M, X) und sei N C M abzéhlbar. Falls die Mengen B, =

{fa(x) :n € N} C X fiir jedes € N relativ kompakt sind (d.h. B, ist kompakt),
so gibt es eine Teilfolge von (fy,), die auf N punktweise konvergiert.

(c¢) Ist (fn) C F(M,X) gleichstetig und punktweise konvergent auf einer Menge N C M,
so konvergiert (f,,) gleichmiRig auf kompakten Teilmengen von N.
Hinweis: Es darf benutzt werden, dass fiir kompaktes K der Raum C(K, X) der
stetigen Funtionen von K nach X beziiglich der Supremumsnorm vollsténdig ist.

(d) Sei M kompakt. Eine Menge A C C(M, X) ist genau dann relativ kompakt, wenn
sie gleichstetig ist und {f(x) : f € A} fir alle z € M relativ kompakt ist.

Seien F und F' Banachrdume und 7': E' — F linear. Untersuche (Beweis oder Gegenbeispiel),
welche Implikationen zwischen den folgenden Aussagen iiber T' gelten:

(i) xp > 2x=Tz, > Tx
(i) zp v x=Tr, —~Tx
(ili) zp =2 =Tz, > Tx
(iv) zp 2z =Tz, ~Tx

Eine lineare Abbildung Lim: £*° — R heift Banachlimes, falls

1
> 0, falls x,, > 0 fiir alle n € IN;
(L3) Lim(Lz) = Lim(z), wobei Lz := (Zp+1)neN-
Zeige:
(a) Sei Lim ein Banachlimes. Dann gilt:
(i) Lim € (¢£*°) mit || Lim| = 1.

(ii) liminfz < Lim(z) < limsup z fiir alle z € £°°.



(iii) Lim(z) =limz fiir z € c.

(iv) Ist z € £*° periodisch mit Periodenldnge p € N, so ist Lim(x) = % b1 Tk

(v) Es gibt z,y € £°° mit Lim(z - y) # Lim(x) Lim(y), wobei z - y = (ZpYn)neN,
d.h. Lim ist nicht multiplikativ.

(b) Es gibt einen Banachlimes.
Tipp: Zeige, dass p(z) = lim SUP%ZZﬂ x). ein sublineares Funktional auf ¢
definiert.
42. Sei E ein separabler Banachraum und (xj) eine abzéhlbare Teilmenge von E mit ||z = 1

fiir alle n € IN und span{xy : k € IN} = E. Setze

” /H — i ‘ <£C/7117]€> |
2, = =
k=1

fir ' € E'. Zeige:
(@) |- ||« ist eine Norm auf E' mit ||2/||, < ||2/| fir alle 2’ € E.

b) Sei (2/) eine beschriankte Folge in E’, d.h. sup, ||z/ || < oo, und sei 2’ € E’. Es gilt
genau dann x,, —=* 2/, wenn ||z}, — 2'||« — 0 erfillt ist.

(c) Die abgeschlossene Einheitskugel Bgr von (E', || - ||) ist kompakt in (E', || - [|«)-

(d) Versieht man Bgs mit der von || - ||, induzierten Metrik, so erhélt man einen voll-
standigen metrischen Raum, aber der Raum (E’, || - ||+) ist nicht vollsténdig, falls E
unendlichdimensional ist.

43. Sei E ein separabler Banachraum und || - ||, wie in Aufgabe 42. Sei F' ein abgeschlossener
Unterraum von E. Zeige:
(a) Sei A:={a’ € Bp : 2/|p =0} und (z},) C Bg. Es gelte (z/,,2) — 0 fiir alle z € F.
Dann folgt dist.(z),, A) = inf e ||z], — ¥'|l« = 0.

(b) Ist F isomorph zu cg, so ist F' projezierbar.
Tipp: Orientiere dich am Beweis von Aufgabe 26 und verwende Aufgabenteil (a).

44. Sei FE ein separabler Banachraum und || - ||« wie in Aufgabe 42. Sei (y;,) eine Folge in E
mit y, — 0. Zeige:
(a) Seie > 0.Fiurk € Nist Ay == {y € Bp : ‘(y’, yn>‘ < ¢ fiir alle n > k} abgeschlossen
in (B, || - [|)-
(b) Seie > 0. Es gibt kg € IN, y, € Bgr und 9 > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir alle
y' € B mit ||y — y(ll« < ro die Abschétzung | (v, y,) | < € fir alle n > ko gilt.
Tipp: Satz von Baire

(c) Ist E = /' so gilt y, — 0; somit konvergiert eine Folge in ¢! genau dann in Norm,
wenn sie schwach konvergiert.
Tipp: Sei ohne Einschriinkung ||y,|/1 < 1. Wihle z, := e und betrachte y/, € (¢!)" =
£°° mit y;, ; =y ; fiilr i <ip und y;, ; = $gAYy; fiir i > ip mit einem ip € IN.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws10/fa.html




