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45. Seien F und F' normierte Rdume und 7' € Z(E, F) von endlichem Rang. Zeige:

(a) Es gibt endliche Folgen (z})"; C E' und (y;)!~; C F mit T = > | 2} ® y;, d.h.

" i=1"1

Ta =3 (@) yi-

Losung: Sei (y;)]~, eine Basis von Rg7. und sei o;: RgT = K" — K die
Projektion auf die i.te Koordinate beziiglich dieser Basisdarstellung. Dann gilt
Te=>",0(Tx)-y;. Mit 2} = a; o T € E’ folgt die Behauptung.

(b) dimRgT =1kT :==min{n € No: T = 37, 2/ @ yi}.

Losung: Die Konstruktion im vorigen Aufgabenteil zeigt kT < dimRg7. Aus
Rgd " 2l ®@y; Cspan{y; :i=1,...,n} folgt dimRgT = dimRg > " 2/ ®@y; <n

=1 "1 =11

fiir jede Darstellung T'= " | 2 ® y;, was dimRg T < rk T zeigt.

46. Sei (A\,) C C und Ty: coo — coo durch Toz == (A\pzy,) fiir x € oo definiert. Sei p € [1,00).

Wir versehen c¢pp mit der Norm von P fiir ein p € [1,00) Zeige:

(a) Tp ist genau dann beschriankt, wenn ()\,) € £°° gilt.
Losung: Ist (A,) € £, also |A,| < M fiir alle n € IN mit einem M > 0, so ist

oo [e.e]
|Tozllh =D Mnanl? < MPY Jan|P = Ml
n=1 n=1
also ||Tp|| < M, was bedeutet, dass Tp beschrankt ist.
Ist umgekehrt T beschrankt, so folgt

[Anl = 1 Tenllp < [T [Hlenll, = 1T

fir alle n € IN, also (\,) € £°.

Sei nun (A,) € ¢>° und T' € £ (¢P) die eindeutig bestimmte Fortsetzung von Tj.
(b) T hat genau dann endlichen Rang, wenn (\,,) € cgo gilt.
Losung: Ist (A,) € coo, also A, = 0 fur n > np, so ist RgT C span{e, : n < ng}
endlichdimensional.
Ist umgekehrt (Ay,) & coo, so gibt es eine unendliche Menge A C IN mit \,, # 0 fiir

alle n € A. Dann ist e, = T(§*) € RgT fiir alle n € A und somit span{e, : n €
A} C RgT, was zeigt, dass Rg T nicht endlichdimensional ist.

(¢) T ist genau dann kompakt, wenn (\,) € co gilt.
Losung: Sei (\,) € cp. Setze A=A 1{n<my und Ty = ()\glm)mn). Dann ist

(A%m)) € co und somit 7™ von endlichem Rang, insbesondere also kompakt. Zudem
gilt

[e.e]
1T —Tallp = > [Aazal” < sup [\l |2,
—— n>m
was || T — T|| < suppysum |An| — 0 fiir m — oo zeigt, also T — T in 2 (¢P). Weil
der Raum der kompakten Operatoren in £ (¢P) abgeschlossen ist, folgt hieraus die
Kompaktheit von T

(2)
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Sei nun (\,) & ¢o. Dann gibt es € > 0 und eine Teilfolge (ny) mit |A,, | > ¢ fiir alle
k € IN. Fiir diese gilt

[Ten, = Teny [l = [Any [ 4 [An, [ = 26

fir k # ¢, was zeigt, dass (T'ey, ) keine konvergente Teilfolge besitzt. Somit kann T'
nicht kompakt sein.

Sei k € C([0, 1]?) und ( fo y) dy. Zeige:
(a) T ist ein kompakter Operator von Ll(O, 1) nach CJ0, 1].
Tipp: Satz von Arzela-Ascoli.

Losung: Nach dem Satz von Arzela-Ascoli geniigt es, punktweise Beschrinktheit
und Gleichstetigkeit der Menge M = {Tw : ||u||; < 1} zu zeigen; insbesondere ist
dann auch Tw € C[0,1] fiir alle v € L(0,1). Zum einen ist

(Tu)( |</|kxy )| dy < [Mllsollells, < [Klloe

fir [|ul|; <1, was die punktweise Beschrianktheit von M zeigt. Zum anderen ist k als
stetige Funktion auf einer kompakten Menge gleichméfig stetig, es gibt also zu jedem
e>0ein d >0 mit |k(z1,y1) — k(z2,y2)| < e fur |21 — 22| < 6 und |y1 — y2| < 0.
Dabher ist

1
[(Tu)(21) = (Tu)(22)] < /0 [F(21,y) — kw2, y)| [u(y)| dy < ellully <e

fir ||ully <1 und |z; — x2| < 0, was zeigt, dass M gleichstetig ist.

(b) T ist ein kompakter Operator von L?(0,1) nach L?(0,1).
Lésung: Bezeichne I; € £(L%*(0,1),LY(0,1)) und I, € £(C[0,1], L%(0,1)) die
jeweiligen kanonischen Einbettungen. Sei Ty der Operator T' aufgefasst als kompakter
Operator von L'(0,1) nach C[0,1]. Dann ist T = I;TpI; der entsprechende Operator
auf L2(0,1) und somit aufgrund der Idealeigenschaft kompakter Operatoren ebenfalls
kompakt.

Sei H ein Hilbertraum und 7: H — H linear und symmetrisch, also (Tx | y) = (z | T'y)
fiir alle z,y € H. Zeige, dass T" dann auch beschriankt ist!

Losung: Es gelte z,, — x und Tz,, — z. Dann folgt
(2 y) « (Ten [ y) = (@ [ Ty) = (2 | Ty) = (T | y)

fiir alle y € H, was Tx = z zeigt. Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt nun,
dass T' beschrankt ist.

(a) Sei (Ay) € £°°. Nach Aufgabe 46 definiert Tz := (A, x,,) einen beschrinkten Operator
auf ¢2. Bestimme 0, (7)) und o(T)!
Losung: Wir zeigen 0,(T) = A == {\, : n € N} und o(T) = A.
Sei zuerst A € A, also A = A\, fir ein n € IN. Dann ist Te, = Ape, = ey,
also A € 0,(T). Sei umgekehrt A € 0,(T) und = # 0 ein Eigenvektor zu A, also
(T'x)y, = A\pxy = Azy, flir alle n € IN. Dann ist A\, = A fiir alle n € IN mit z,, # 0, und
wegen x # 0 also fiir mindestens ein n, was A € A zeigt. Wir haben somit 0, (T) = A
bewiesen.

Wegen 0,,(T') C o(T') und weil o(T") abgeschlossen ist, folgt A C o(T). Seinun \ & A.

Wegen Kompaktheit von A gibt es ¢ > 0 mit |\ — A,| > € > 0 fiir alle n € IN, also
Cvw )\ ) € £>°. Daher definiert Sz := (5%%-) nach Aufgabe 46 einen beschréinkten
Operator auf £2, fiir den nach Definition S\(A—T) = I und (A —T)S) = I gilt. Also
ist A\ — T invertierbar, was A & o(T) zeigt. Wir haben o(T) = A bewiesen.




(b) Sei K C C kompakt. Zeige, dass es T € Z(¢?) mit o(T) = K gibt!

Losung: Der metrische Raum K ist als Teilmenge des separablen metrischen Raums
C separabel. Es gibt also eine Folge (\,) C K, die dicht in K liegt, und weil
K beschréankt ist, gilt (\,) € ¢>°. Nach dem vorigen Aufgabenteil definiert dann
Tz := (A1) einen beschrinkten Operator auf £2 mit o(T) = K.



