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50. Sei X ein Banachraum, 7' € K(X) und X # 0. Zeige:
(a) Es gibt einen abgeschlossenen Unterraum U von X mit Kern(A —T) & U = X. Fiir
jeden solchen Unterraum gibt es ein o > 0 mit ||[(A — T)z|| > af|z|| fir alle z € U.  (2)

Losung: Laut Vorlesung ist Kern(A — T') endlich-dimensional und somit nach
Satz (9.12) komplementiert. Es gibt also einen abgeschlossenen Unterraum U mit
Kern(A —T)@® U = X. Sei nun U ein beliebiger solcher Unterraum. Angenommen,
es gébe kein o > 0 mit ||(A — T)z| > «al|z|| fir alle x € U. Dann gibt es eine Folge
() C U mit ||z, = 1, fiir die (A —T')z,, — 0 gilt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge
kann man Tz, — y, also Az,, = (A —T")x,, + T'x,, — y annehmen, womit (z,) gegen
ein z € U konvergiert. Dann ist aber ||z|| =1 und (A —T")z = lim,0o(A —T)x,, = 0,
also x € U N Kern(A — T') im Widerspruch zur Wahl von U.
(b) Rg(A —T) ist abgeschlossen. (2)

Losung: Nach dem vorigen Aufgabenteil ist S := (A — T')|y ein Isomorphismus von
U nach RgS =Rg(A—T).

51. Sei X ein Banachraum, 7' € K(X) und A # 0. Zeige, dass der Operator A — T genau dann
injektiv ist, wenn er surjektiv ist! (2)

Losung: Sei AT injektiv, also A € 0,(T'). Laut Vorlesung ist dann A & o(T) = 0,(T")U{0},
was gerade bedeutet, dass A — 7" invertierbar und somit insbesondere surjektiv ist.

Sei nun A — T surjektiv. Sei 2’ € X’ und (A — 7")2’ = 0. Dann ist
(2, (A\=T)z) =((A=T")a',z) =0

fiir alle z € X, und wegen Surjektivitat von A — T somit ' = 0. Wir haben gezeigt, dass
A — T injektiv ist, also A € 0,(T") und somit X & o(T) = o(T") = 0,(T") U {0} wegen
Kompaktheit von 7”. Somit ist A\ — T invertierbar und insbesondere injektiv.

52. Seien H; und Hj (reelle oder komplexe) Hilbertraume und T € Z(H, Ha). Zeige, dass
17T = || gilt! (2)

Losung: Wegen

1Tl = sup [|Tz]|= sup (Tx|y)= sup (x[T7y)= sup [T7y[|=|T7|
le<1 . [lyll <1 [EMES! [
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T < | T[T = 17>

Zudem folgt aus
|ITz|* = (Tz | Tz) = (z | T*Tx) < | TT|||z|?

auch || 7] < /[T°T.

53. Sei L der Linksshift Lz := (29, x3,x4,...) und R der Rechtshift Rz := (0, x1,x2,x3,...)
auf £2. Zeige:



(a) L*=Rund R* = L. (2)
Lésung: Fiir z,y € 2 gilt

(.T | L*y) = (Lx ‘ y) = Zmn—Flgn = Zmnyn—l = (x | Ry)v
n=1

n=2
was L* = R zeigt. Die zweite Identitét folgt nun aus R* = (L*)* = L.

(b) L und R sind nicht normal. (2)

Losung: Man sieht sofort, dass L*L = RL die orthogonale Projektion auf span{e,, :
n > 2} ist, wihrend LL* = LR = I gilt. Also ist L nicht normal. Somit ist auch
L* = R nicht normal.

(c) op(L)={A e C: |\ <1} und op(R) = 0. (2)

Losung: Sei [A| < 1, A # 0 und z,, :== A". Dann ist 0 # = € ¢? und Lz = (A\"*1) = Az,
also A € 0p(L). Zudem ist Le; = 0 und somit auch 0 € o,(L). Sei nun |A| > 1 und
Lz = Az fiir ein = € £2, also 2,41 = Az,. Per Induktion beweist man leicht, dass
dann z, = A" 'z; gelten muss. Diese Folge = kann nur dann in ¢ sein, wenn = = 0
gilt. Also ist A € op(L), und wir haben die erste Gleichheit bewiesen.

Der Operator R ist isometrisch, was 0 € op(R) zeigt. Sei nun A # 0 und Rz = Az,
also 0 = Axq und x,,_1 = Az, fir n > 2. Dann ist 1 = 0 und induktiv z,, = I”T_l =0
fir n > 2, also = 0. Dies zeigt A € op(R).

(d) o(L)=0(R)={AeC: |\ <1} (2)
Losung: Die Abschétzung r(L) < ||L|| < 1 zeigt o(L) C {A € C: |A\| < 1}. Zudem
ist {\ e C: |\ <1} =0,(L) Co(L). Weil o(L) abgeschlossen ist, folgt insgesamt
o(L)={ e C: |\ <1}
Man sieht leicht, dass ein Operator T" genau dann invertierbar ist, wenn 7™ invertierbar
ist, und in diesem Fall ist (7%)~! = (T~1)*. Das zeigt o(T*) = {\: A € o(T)}, also
o(R)=0o(L*)={ e C: |\ <1}

54. Sei T := LD), wobei L der Linksshift auf #> und D) der Diagonaloperator zu einer Folge
(An) € co sei, fiir die A, # 0 fiir alle n € IN gelte.

(a) Zeige, dass T € K(¢?) gilt und T nicht normal ist! (2)
Losung: Laut Vorlesung ist Dy und daher auch T'= LDy kompakt. Zudem ist

T*Tel = DXRLD)\el =0
und
TT*e; = LD)yDxRey = |Xo|?e1 # 0,
was zeigt, dass T' nicht normal ist.

(b) Bestimme die eindeutige Polarzerlegung T' = U P, bei der P > 0 gilt und U eine
partielle Isometrie mit Kern U = Kern P ist! (2)

Losung: Laut Vorlesung ist P = |T'| = /T*T. Man sieht wie im vorigen Aufgabenteil,
dass T*T = Dy, mit py == 0 und g, = |\, |* fiir n > 2 ist. Also ist P = D sz und
somit

|IAn|Uen = \/pin Uey, = UPe,, = Te,, = LDye,, = ApLey, = Apen—1

fiir n > 2. Dies kann man auch als Ue,, = ﬁen_l = sgn(A\p)en—1 schreiben. Damit
ist U auf span{e, : n > 2} bereits eindeutig festgelegt und offenbar isometrisch.
Setzt man U durch Ue; := 0 auf ¢? fort, ist U eine partielle Isometrie mit UP = T
und Kern U = span{e; } = Kern P.



(c) Zeige, dass es keine Darstellung 7= U P mit P > 0 und isometrischem U gibt! (+2)

Losung: Sei T'= UP mit P > 0 und isometrischem U. Dann ist Kern U = {0} und
somit nach Vorlesung U*U = I. Daraus folgt T*T = P? und somit P = |T'| = D Vi
mit p wie im vorigen Aufgabenteil. Wie im vorigen Aufgabenteil folgt dann Ue,, =
sgn(\,)en—1 und insbesondere span{Ue,, : n > 2} = £?. Somit kann U nicht injektiv
und insbesondere nicht isometrisch sein, ein Widerspruch.



