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Losungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 4

“Although I am almost illiterate mathematically, I grasped very early in life that any
one who can count to ten can count upward indefinitely if he is fool enough to do so.”

— Robertson Davis (1913-1995)

10. Schwache Konvergenz im Hilbertraum.

Sei (z)ken eine Folge in einem Hilbertraum H. Wir sagen (xj) konvergiert schwach gegen
x, wenn

(zx |y) — (z]y) Yy € H.
Man schreibt dann auch z; — x fur £ — oo.

(a) Zeige, dass der schwache Grenzwert eindeutig ist.

Losung: Sei (x) schwach konvergent gegen z und y. Dann gilt
(x—yl|z) = lim (x, —y|z) =0
k—o0

fiir alle z € H, insbesondere fiir z = ¢ — y. Also gilt z = y.

(b) Zeige, dass schwach konvergente Folgen beschrénkt sind.
Losung: Wir definieren die beschrénkten linearen Funktionale ¢ (y) := (y | z) fiir & € IN.
Nun existiert limy .o @i (y) fur alle y € H. Damit ist die Familie {¢x(y)} punktweise

beschrankt und damit existiert nach dem Prinzip der gleichméssigen Beschréanktheit C' > 0
mit [|¢g|| < C gleichzeitig fur alle £ € IN. Insbesondere gilt

(vl x)| < Clly]
fir y = xp, womit |lxg| < C folgt.

(c) Zeige, dass eine Folge (1) genau dann stark gegen x konvergiert, wenn sie schwach
gegen x konvergiert und limsup,_, . [|zk|| < ||z|| erfullt.

Losung: Aus starker Konvergenz folgt die schwache Konvergenz direkt aus der Cauchy—
Schwarz Ungleichung. Die zweite Bedingung ist klar wegen der Stetigkeit der Norm.

Es verbleibt also die andere Richtung zu zeigen. Es gilt aber

limsup oy —2|* = 1ikm5up(kaH2 — (ax | @) = (x| 2x) + l|?) = limsup ap|* — [l]* < 0.

—00 — 00 —00

(d) Seien (yx) und (zx) Folgen in H. Es gelte y, — y und zp — x. Zeige, dass dann
auch (z | yx) — (x|y) gilt.

Losung: Es gilt

|k lyr) — (1Y) = (@ lyr) — (@rly) + (2x]y) — (z]y)]
< Zlelngllxkllllyk—yll +[(zx —x]y)| =0

fiir kK — oo unter Verwendung der Beschranktheit schwach konvergenter Folgen.



11.

12.

(e) Zeige, dass es in £? beschrinkte Folgen ohne konvergente Teilfolge und schwach
konvergente aber nicht konvergente Folgen gibt.

Losung: Es geniigt ein und dasselbe Beispiel, ndmlich die Folge (e). Wir sehen, dass
er, — 0 in £2. Dazu geniigt es anzumerken, dass die Folgenglieder einer ¢? Folge gegen 0
konvergieren.

Andererseits ist die Folge (ey) selbstverstandlich in Norm durch 1 beschrinkt. Angenom-
men, eine Teilfolge wiirde konvergieren. Diese Teilfolge konvergiert immer noch schwach
gegen 0. Aber 1 = limsupy_, ||en, || > 0, womit die Teilfolge wegen Aufgabenteil (c) nicht
konvergieren kann.

Orthogonalitt.
Sei H ein Hilbertraum und U C H ein nichtleerer, abgeschlossener Unterraum. Die or-
thogonale Projektion auf U in H sei mit Py bezeichnet.

(a) Esgilt rg Py L ker Py und H = rg Py @ ker Py.

Losung: Wir wissen bereits, dass Py € L(H) liegt. Nach Definition ist klar, dass U =
rg Py gilt. Sei x € ker Py. Da U ein Unterraum ist, gilt nun

Re(x — Pyz|u) = Reau =0 Yue U =rgPy.

Also gilt (z|u) = 0 fiur alle u € U, was aber nichts anderes als ker Py L rg Py bedeutet.

Sei « € H beliebig und setze * = Pyxz + (I — Py)x =: x1 + x2. Es gilt nun z9 € ker Py,
denn Py (I — Py)x = 0. Damit ist bereits klar, dass H = rg Py + ker Py gilt. Sei = €
rg Py Nker Py. Dann gilt

x = Pyy= PyPyy = Pyx = 0.

Damit ist die Summe direkt. Zudem sieht man damit, dass I — Py die orthogonale Pro-
jektion auf ker Py = U+ ist.

(b) Essei P € L(H) mit P> = P und rg P = U. Zeige, dass folgende Aussagen dquiva-
lent sind: P = Py, (Pz|y) = (2| Py) fir alle z,y € H, ||P| < 1.

Losung: Wir beweisen die Aquivalenz der drei Aussagen.

Die orthogonale Projektion ist selbstadjungiert. Es gilt nach dem Aufgabenteil (a)
(Prz|y) = (Pvz| Pry + (I — Py)y) = (Pux | Pyy) = (= | Pyy).
Fine selbstadjungierte Projektion ist kontraktiv. Es gilt
|Pz||* = (Pz|z) < || Pz||z].

Daraus folgt ||P| < 1.

FEine kontraktive Projektion ist bereits die orthogonale. Wir rechnen fir A € R, u € rg P
und x € H

IXul* = || Pz — Pz + u)|?
< ||z — Pz + Mul®* = ||z — Pz|* + 2ARe(z — Pz |u) + ||Mu®.

Nun gilt also —2ARe(z — Pz |u) < ||z — Pz||?, was nur im Fall Re(z — Pz |u) = 0 erfiillt
sein kann. Damit ist P aber bereits die eindeutig bestimmte orthogonale Projektion.

Hahn—Banach im Hilbertraum.



(a) Sei H ein Hilbertraum. Sei U ein abgeschlossener Unterraum von H und zg € H\U.
Zeige, dass es ¢ € L(H,C) gibt, mit ¢|y = 0 und ¢(z¢) = 1.

Losung: Wir vermuten, dass durch

(I = Py)x| o)

#le) = (I = Py)zo | xo)

ein geeignetes Funktional angegeben ist. Wegen der vorigen Aufgabe gilt ((I—Py)zo | zo) =
(I — Py)axo||?, wobei letzteres nicht 0 sein kann, weil 2o ¢ U. Damit macht diese Defini-
tion Sinn und stellt offenbar auch ein beschrianktes lineares Funktional dar. Es gilt aber
offenbar p(u) = 0 fiir u € U, ebenso wie ¢(xp) = 1.

(b) Sei A C H abgeschlossen und B C H kompakt. Zeige: A—B:={a—b:a€ A,b€ B}
ist abgeschlossen. Zeige zudem, dass A — B konvex ist, falls A und B konvex sind.

Hinweis: Wir definieren Kompaktheit tiber Folgenkompaktheit, d.h. fiir einen me-
trischen Raum (X, d) ist K C X nach Definition genau dann kompakt, wenn jede
Folge in K eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt.

Losung: Sei (zj) eine konvergente Folge in A — B. Es gilt also zy = a — by — z fur
k — 0o0. Wegen der Kompaktheit von B, finden wir eine in B konvergernte Teilfolge, also
by, — b € B fir k — oo. Damit gilt aber a,, = 2y, +b,, = 2 +b =1a € A, da A
abgeschlossen ist. Ergo gilt ¢ — b = x € A — B, womit die Abgeschlossenheit von A — B
nachgewiesen ist.

Seien nun A und B konvex und x = a1 — by, bzw. y = ag — be. Nun gilt mit A € [0, 1]

)\x—l-(l—)\)y = )\(al—bl)+(1—)\)(a2—b2) = a1 + (1 — )\)CLQ — ()\bl + (1 — )\)bg) € A-B.

€A €B

(c) Seien A und B nichtleere, disjunkte, abgeschlossene und konvexe Teilmengen von
H. Zudem sei B kompakt. Zeige: Es gibt * € H und £ > 0 so, dass

(z"|a) +e < (z"|b) Va € A,b € B.

Losung: Wir setzen C := A — B und erhalten mit dem vorausgegangenen Aufgabenteil,
dass C' abgeschlossen und konvex ist. Zudem ist C' nichtleer und enthélt wegen der Dis-
junktheit von A und B nicht die 0. Nach Vorlesung existiert nun aber ¢ > 0 und z* € H,
mit

(z*]c)+e<0 Ve=a—-beC.

Daraus folgt die Behauptung.
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