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Losungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 5

“I hail a semi-group when I see one and I seem to see them everywhere! Friends have
observed, however, that there are mathematical objects which are not semi-groups.”

— Einar Hille (1894-1980)

13. Orthogonalitit, Orthonormalsysteme und -basen.
(a) Sei H ein Hilbertraum und M C H nichtleer. Zeige: (M+)+ = span M.
Losung: Da (M*4)! ein abgeschlossener Unterraum von H ist, der offenbar M enthilt,
gilt U :=span M C (M1)*.

Seinun z € (M+)*. Dann gilt * = zg+ymity € rg Py = U und g € ker Py C U+ ¢ M+,
Dabei ist die letzte Inklusion trivial und die vorletzte gilt wegen einer vorausgegangenen
Ubungsaufgabe. Nun folgt

lzol|* = (zo + y| 20) = (x| z0) = 0.

Damit gilt z =y € U = span M.

(b) Sei H ein Hilbertraum und (eg) ein Orthonormalsystem in H. Zeige, dass (ey) genau
dann eine Orthonormalbasis von H ist, wenn

{xeH:(x|eg) =0 VEk} ={0}.

Losung: Setze M := {ey, : k € IN}. Offenbar geniigt es nun zu zeigen, dass (ey) genau dann
total ist, wenn M+ = {0} gilt. Sei also (e;) total. Dann gilt mit dem vorausgegangenen
Aufgabenteil

M* = (MY = pan M) = HE = {0}.

Umgekehrt sei nun M+ = {0}. Daraus folgt
span M = (M)t = {0}+ = H.

(c) Zeige, dass die Rademacher-Funktionen r,(t) := signsin(2"7¢) mit n € IN ein Or-
thonormalsystem aber keine Orthonormalbasis in L?(0, 1) sind.

Losung: Einfach zu sehen ist, dass die r, normiert sind. Die paarweise Orthogonalitét
kann man wie folgt iiberpriifen. Sei n > m. Dann ist r,, auf den Intervallen [k27™ (k +
1)2=™] fiir k = 0,...,m jeweils konstant, wihrend r,, dort gleichviele negative wie positive
Anteile hat. Gegeneinander integriert erhélt man also stets 0.

Es handelt sich um keine Orthonormalbasis, da die nichttriviale Funktion

1 fiirte[g, 3,
1
4

f(t) = —1 fiirt €[0,7) oder t € (%71]7

senkrecht auf allen 7, steht.



(d) Setze
1 firtelo,3),
Y(t) =4 -1 firte[i 1),
0 sonst,

und definiere fiir j € Ng und k= 0,...,27 — 1 die Funktionen
Pin(t) == 292(27t — k).

Zeige, dass die konstante Funktion 1 zusammen mit den Funktionen ), eine Or-
thonormalbasis von L2(0, 1) bilden.

Hinweis: Definiere F(t) := [J f(s)ds fiir ein f € L?(0, 1), welches orthogonal zu all
diesen Funktionen ist. Was a8t sich nun beispielsweise iiber F'(3) sagen?

Losung: Die Orthogonalitdt und die Normiertheit sieht man analog wie gerade eben.
Wir nummerieren die entsprechend reskalierten Funktionen in geeigneter Weise durch,
also hg = 1, hy = o0, ho = 2*1/21#170, hs = 2*1/21#1,1, hy = 2*11#2,0, und so fort.

Sei f orthogonal zu allen h;. Es geniigt nun wegen (b) zu zeigen, dass dann f = 0 gilt.
Definiere F' wie im Hinweis. Dann gilt wegen (f|ho) = 0, dass F(0) = F(1) = 0 ist.
Wegen 2F(3) = F(1) + (f | k1) folgt nun F(3) = 0. Allgemeiner erhilt man nun induktiv
firk=0,...,2" -1

2F((2k +1)270 ) = P((k +1)27™) + F(k27™) + (£ |27 %Y 1) = 0.
Insgesamt gilt also, dass die stetige Funktion F' an allen Stellen der Form k2~™ fir m € Ny

und k =0, ...,2"—1 verschwindet. Ergo gilt F' = 0. Insbesondere folgt daraus aber f = 0.

14.x Sei H = L?(0,1). Gibt es eine stetige Kurve ~: [0,1] — H mit folgenden Eigenschaften?
(i) 7(0) =0 und [7(1)[| = 1;
(i) (y(b) —~(a)) L (v(d) —7(c)) falls 0 <a<b<c<d<1;
(iii) span~([0,1]) = H.

Losung: Ja, so eine Kurve gibt es!
Setze (t) := 1jg . Dann sind (i) und (ii) offenbar erfiillt. Zudem ist 7 stetig, denn

= |t — to].

Iv(t1) — v(t2)[1? = ’/: 1ds

Es verbleibt nun zu zeigen, dass U := span ([0, 1]) dicht in H ist. Klar ist, dass Intervallindika-
toren in U enthalten sind. Aus der MaBtheorie wissen wir aber, dass die Intervalle in [0, 1] ein
durchschnittsstabiler Erzeuger der Borel o-Algebra von [0, 1] sind.

Mit einem Beweis nach dem Prinzip der guten Mengen kénnen wir nun zeigen, dass beliebige
messbare Indikatoren in H durch Funktionen in U approximiert werden konnen. Es geniigt dazu
zu zeigen, dass

o = {A e A([0,1]) : Ve > 03I C [0,1] mit p(AAI) < ¢,

wobei I Vereinigung endlich vieler Intervalle ist}

eine o-Algebra ist. Das ist aber einfach zu tiberpriifen.



