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Losungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 6

“As for everything else, so for a mathematical theory: beauty can be perceived
but not explained.”

— Arthur Cayley (1821-1895)

15. Sei H ein Hilbertraum und U,V abgeschlossene Unterrdume von H. Zeige: Genau dann
kommutieren Py und Py, wenn auch Py Py eine orthogonale Projektion ist; in diesem Fall
gﬂt PUPV = PVPU = PUﬂV-

Losung: Wir nehmen zuerst an, dass Py und Py kommutieren. Dann gilt
PyPyPy = Py Py = PyPy.

Damit folgt PyPyx = PyPyx € UNV. Sei y € UNV. Dann gilt

(x — PyPyzx | Yy — PUPVx) = (x | y) - (m | PUPVx) — (PUPV{E | y) + (PUP\/:L‘ | PUPVm)
= (z|y) — (z| PuPyx) — (x|y) + (x| PuPyz) = 0.
Hierbei haben wir die zweite Charakterisierung aus Aufgabe 11 (b) verwendet. Damit ist nach
Definition Py Py = Py Py = Pyav.
Fiir die verbliebene Richtung nehmen wir an, dass Py Py eine orthogonale Projektion ist. Wieder
unter Verwendung von Aufgabe 11 (b) erhalten wir fir beliebige z € H

(PyPyz|z2) = (x| PyPyvz) = (PyPyz|z).

Damit kommutieren P und Py .

16. Fourierreihen.
(a) Es sei f € CY(R) 1-periodisch. Zeige: Ist die formale Fourierreihe von f durch

Y ke cpe?™ ¥t gegeben, dann hat f’ die formale Fourierreihe D ke 2mikey e ikt

Losung: Sei k # 0. Dann gilt
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wobei ¢, den k-ten Fourierkoeffizienten von f’ bezeichnet. Der erste Term verschwindet,
weil f 1-periodisch ist. Zudem gilt

1
& :/0 f®)dt = FO)I = 0 = 2mi0c.
Insgesamt haben wir also die Identitat
¢, = 2mikcy,

nachgewiesen, was zu zeigen war.

(4)



(b) Berechne die formale Fourierreihe der Funktion f(t) = 7%(1 — 2¢)2!

Losung: Diese Funktion ist stetig differenzierbar und 1-periodisch. Daher gilt fir f/(t) =
72(2t — 1) und k # 0

71'2
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Wir kénnen den vorigen Aufgabenteil anwenden und erhalten fir k& # 0

1, 1
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Zudem gilt
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Damit ist die formale Fourierreihe durch
1 27rzkt
LD 2/<:2

kezZ\{0}

gegeben.

(¢) Wir nehmen in diesem Aufgabenteil an, dass wir bereits wiiten, dass die formale
Fourierreihe aus Aufgabenteil (b) gleichméBig gegen f konvergiert. Weise damit die

Gleichheit )

ii ™
— k2 6
nach!

Losung: Konvergiert die Fourierreihe aus dem vorigen Aufgabenteil gleichméssig, so gilt
unter anderem )
2
g7 =IO 127T ps k:2’
keZ\ {0}

oder gleichbedeutend

(d) Man will fiir das Polynom p(t) = t!! ein Polynom ¢ héchstens fiinften Grades finden,
welches den Ausdruck .
2
/0 [p(t) — a(t) — 2¢!| at

minimiert. Ist dieses Optimierungsproblem wohlgestellt und eindeutig 16sbar? Falls
ja, beschreibe ein Verfahren, welches die Losung ¢ bestimmt.

Losung: Definiere f(t) = p(t)—2e'. Diese Funktion kann offenbar als Element vom Hilber-
traum L?(0, 1) verstanden werden. Zudem ist der von den Polynomen bis zu fiinftem Grad
aufgespannte Unterraum U in L?(0, 1) endlichdimensional (genauer gesagt 6-dimensional).
Daher ist U insbesondere abgeschlossen. Die Minimierungsaufgabe ist dquivalent dazu den
Ausdruck

2
1f —allz-
fiir ¢ € U zu minimieren. Die eindeutige Losung fiir das Optimierungsproblem ist also
durch Py f gegeben.
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Die konkrete Berechnung kann wie folgt vorgenommen werden: man orthogonalisiert die
Monome bis zu fiinftem Grad mittels Gram—Schmidt; die Projektion auf dieses endlichdi-
mensionale ONS kann dann durch die Bestimmung der sechs Fourierkoeffizienten beziiglich
dieses ONS angegeben werden.

Der Vollstandigkeit halber. . . (6)
(a) Beweise ohne Zuhilfenahme der Maftheorie die Vollstindigkeit von £2. (4)

Losung: Es sei ((™) eine Cauchy-Folge in 2. Zu zeigen ist, dass diese in £? auch kon-
vergiert.

Grenzwertkandidat: Es gilt
‘xlgn) - :c,(gm)’ < Hx(") - x(m)HZQ —0 (n,m — 00).

Daher liegt komponentenweise eine Cauchy-Folge vor. Der Grenzwertkandidat ist daher
die Folge = = (x)ren wobei
(n)

T = lim x
n—oo

Zulissigkeit: Wir zeigen, dass = € ¢2 ist. Das folgt aus

N
Z|xk| = hm ‘ ‘ <hmsupH ")H < 00,

k=1 n—oo

denn Cauchy-Folgen sind beschrénkt.

Konvergenz: Es verbleibt noch die Konvergenz in ¢? nachzuweisen. Sei ¢ > 0. Wihle nun
M grof} genug, dass
Hx(") - x(m)Hﬁ <e (n,m > M).

Dann gilt fir n > M

N N
Z ’x,(en) — wkr = lim Z ’x,&n) — ac,(i, ‘ < hmsupz ‘aﬁk — x,(f m) |2 <e.
k=1

Dies rechtfertigt den Grenzwertiibergang N — 0o, und man erhéalt
=0.

lim H
n—oo

(b) Zeige, dass £>° nicht separabel ist. (2)
Losung: Definiere fiir A C IN die beschréinkte Folge
2(4) == (1a(1), 14(2), ...
Seien A, Ao C IN beliebig mit A; # As. Dann gilt
(A1) — 2(A2)]c = 1.

Die 1-Umgebungen von z(A4;) und 2(As) in ¢* sind also disjunkt. Da P(IN) {iberabzéhlbar
ist und eine in £*° dichte Menge in der Umgebung einer jeden durch eine solche Teilmenge
induzierten Folge einen Punkt besitzen muss, kann £°° nicht separabel sein.

Sei H ein Hilbertraum und (ey)xen ein Orthonormalsystem in H. (4)

(a) Zeige, dass (er) genau dann eine Orthonormalbasis von H ist, wenn jeder Unter- (2)
vektorraum von H, welcher (ej) enthélt, dicht in H ist.
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Losung: Eine Orthonormalbasis hat nach Definition einen linearen Aufspann, der dicht
ist. Somit ist natiirlich auch ein dieser den Aufspann enthaltender Unterraum dicht.

Die andere Richtung erhélt man aus der Beobachtung, dass
(ex) C spanfey : k € N} = H.

(b) Zeige, dass (ex) genau dann eine Orthonormalbasis von H ist, wenn

o0

(a:!y):Z(x\ek)(ek|y)

k=1

fiir alle z,y € H gilt.

Losung: Gilt diese Gleichung, dann folgt im Fall x = y die Identitét

el = 3 (el ew)

Gilt also fiir einen Vektor (x| ex) = 0 fiir alle k£ € IN, dann folgt 2 = 0. Nach Aufgabe 13 (b)
folgt, dass (eg) eine Orthonormalbasis ist.

Sei fiir die umgekehrte Richtung (ey) eine Orthonormalbasis. Dann gilt nach der Cauchy—
Schwarzschen Ungleichung und der Parsevalschen Gleichung, dass

oo

Z xle)(er|y) < |l=llllyll < oo

eine symmetrische Sesquilinearform ist. Da diese auf der Diagonalen mit dem Skalarpro-
dukt iibereinstimmt, also

a(z,2) = ||z|* = (¢|z)  (z€H)

gilt, folgt wegen der Polarisationsgleichung sofort a(z,y) = (z|y) fiir alle z,y € H.

Zur Hilbertraumdimension.

(a) Seien (X7i,|-|l;) und (X2,]|-||;) zwei isomorphe normierte Rédume. Zeige, dass X
genau dann separabel/vollstandig ist, wenn Xo separabel/vollstindig ist. Ein nor-
mierter Raum heifit dabei separabel, wenn er eine abzéhlbare dichte Teilmenge be-
sitzt.

Losung: Sei J: X1 — X3 ein Isomorphismus, also J € £(X7, X2) bijektiv mit J=! €
L(X32,X1). Es geniigt wegen der Symmetrie in der Aussage zu zeigen, dass wenn X
separabel /vollsténdig ist, dies auch fir X gilt.

Sei also D = {x,, : n € IN} abzéhlbar und dicht in X;. Dann ist auch JD = {Jz,, : n € N}
abzéhlbar und dicht in X5, was man wie folgt sieht: fiir y € Xy existiert x € X; mit
Jx = y; es gibt eine Folge (z},) in D mit =}, — « in Xy; Jzj, € JD und Jzj, — Jr =y in
Xy wegen der Stetigkeit von J.

Sei X7 vollstandig und (y;) eine Cauchy-Folge in X5. Dann definiert auch x; := J 1y
eine Cauchy-Folge, denn

lzn — 2wl x, < [T Myn = ymllx, =0 (n,m — o0).
Diese besitzt in X7 einen Grenzwert x. Nun gilt aber
yp = Jap — Jr =1y (k — o0).

Also ist (yx) in X2 konvergent. Damit ist auch Xy vollsténdig.



(b) Gib einen Beweis oder ein Gegenbeispiel fiir folgende Aussage: Sind zwei normierte
Réaume isometrisch isomorph, so ist der eine ein Hilbertraum genau dann, wenn es
auch der andere ist.

Losung: Diese Aussage ist korrekt. Ist ndmlich J: X; — X ein isometrischer Isomor-
phismus und ist X dariiber hinaus ein Hilbertraum, so definiert

(1 ly2), o= (J 'y | T ),

offenbar eine positiv definite, symmetrische Sesqusquilinearform. Die Vollstédndigkeit {iber-
tragt sich wegen des vorausgegangenen Aufgabenteils.

(c) Zeige, dass die Vektorraumdimension von ¢2 nicht mit seiner Hilbertraumdimension
iibereinstimmt.

Losung: Wir wissen, dass ¢? insbesondere ein vollstindiger metrischer Raum ist. Die
Hilbertraumdimension von £2 ist Xy, da (ej) eine abzihlbare Orthonormalbasis darstellt.

Offenbar ist £? unendlichdimensional. Andererseits muss wegen des Satzes von Baire die
Vektorraumdimension von ¢2 echt hohere Kardinalitit als X besitzen. Zum Beweis neh-
men wir an, dies wére nicht der Fall. Dann gilt also span{z; : £ € N} = ¢? mit einem
linear unabhéngigen System (xj). Nun enthélt A, := span{xj : 1 <k < n} keinen inneren
Punkt, da ¢? ansonsten endlichdimensional wére. Zugleich ist aber A,, als endlichdimen-
sionaler Unterraum abgeschlossen. Aus der Identitét

U A =2

nelN

folgt nun mittels Baire der Widerspruch. Damit muss eine Vektorraumbasis von £ héhere
Kardinalitat als Ng haben.

(d) Zeige, dass zwei Hilbertrdume mit Orthonormalbasen derselben Kardinalitit stets
isometrisch isomorph sind.

Losung: Sei (fq)aer eine Orthonormalbasis von H; und (gg)ges eine Orthonormalbasis
derselben Kardinalitdt von Hs. Die Bijektion zwischen den Indexmengen I und J sei durch
j bezeichnet. Definiere nun die lineare Abbildung

U: span{fo:a €1} — Hay,  fo = gj(a)-

Da U isometrisch ist und (f,) dicht in H; liegt, kann U stetig zu U € £(H, Hy) fortgesetzt
werden. Es ist wegen der Stetigkeit der Normen klar, dass U isometrisch und damit injektiv
ist. Offenbar liegt das Bild von U dicht in Hy. Wegen des Satzes von der beschrinkten
Inversen geniigt es nun zu zeigen, dass das Bild von U abgeschlossen ist. Man kann jedoch
genauso einfach direkt sehen, dass U surjektiv ist.

(e) Gilt die Aussage des vorigen Aufgabenteils auch, wenn man ,,Orthonormalbasen*
durch ,, Vektorraumbasen“ ersetzt und dafiir das ,,isometrisch“ streicht?
Hinweis: Wir verwenden ZFC. Auf diesen Aufgabenteil werden keine Punkte verge-
ben, weil er unangemessen schwierig und im Rahmen der Vorlesung vollig irrelevant
ist. Die vorgesehene Bearbeitung besteht in entsprechender Literaturrecherche.

Losung: Nein, dann wird die Aussage falsch, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt. Wir ver-
gleichen (2 = (2(IN) und #2(R). Nach Vorlesung ist bekannt, dass ¢?(IN) separabel ist,
withrend dies fiir #2(R) nicht gilt. Nach dem ersten Aufgabenteil sind diese beiden Réume
also nicht isomorph.

Damit wir tatséchlich ein Gegenbeispiel gefunden haben, verbleibt der Nachweis, dass die
Vektorraumdimension von ¢2(IN) und £2(R) iibereinstimmen. Wir beweisen dazu, dass die
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Vektorraumdimension von £2(IN) mit |R| = 2% iibereinstimmt. Die Behauptung folgt dann
daraus, dass die Vektorraumdimension von ¢?(R) natiirlich keine geringere Michtigkeit
hat, aber auch keine héhere. Letzteres sieht man wie folgt:

PR)| < (R x R)N| = [RN| = (2%
= {N - {N — {0,1}}}| = {IN x N — {0,1}}| = 2%.

Es geniigt nun zu zeigen, dass ein linear unabhingiges System der Kardinalitit 280 in
?2(IN) existiert. Konstruiere dazu eine Familie (N;);er von Teilmengen der natiirlichen
Zahlen, welche | Ny, N Ny, | < oo falls t1 # to und |Ny| = oo fiir t € R erfiillt. Dies kann
durch eine geometrische Konstruktion tber schiefe durch den Winkel indizierte Steifen
der Breite 2 in N x IN ¢ R? erfolgen. Nun wird durch

Ty = Z 27 e,

neN
eine entsprechende Familie linear unabhéngiger Vektoren in ¢2(IN) definiert.

Entsprechende Literaturverweise zu diesem Thema sind:
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Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum. Mit C'(K) sei die Menge der stetigen Funk-
tionen von K nach R bezeichnet. Es sei eine Folge (f,)nenw von Funktionen in C(K)
gegeben, welche f,(z) < fpi1(x) fur alle € K und n € N erfiillt. Zudem gelte, dass f,
punktweise gegen eine stetige Funktion f konvergiere. Zeige, dass f,, — f gleichméafig in
K fir n — oc.

Hinweis: Der Konsequenz halber ist auch bei dieser Aufgabe wieder Folgenkompaktheit
zu verwenden.

Losung: Wir geben einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir also an, die Folge wiirde nicht
gleichméflig in K konvergieren. Dann existiert ein € > 0 derart, dass fiir alle n € IN Elemente
x, € K existieren mit f(z,) — fn(x,) > €. Es gilt wegen Folgenkompaktheit nach Teilfolge, dass
xz, — x € K. Es gibt ein N € N mit f(z) — fu(x) < /4 fiir alle n > N. Wegen Stetigkeit und
Monotonie gilt die Ungleichung

f(@) = fu(z) <e/2 (n=N)

auf einer offenen Umgebung U von x. Wéhle N grofl genug, dass auch x,, € U fiir n > N gilt.
Damit haben wir den Widerspruch

e < flzn) — fn(zn) <

DN ™



