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Calculus is the outcome of a dramatic intellectual struggle which has lasted
for twenty-five hundred years.

— Richard Courant (1888-1972)

1. H? Regularitit im Gesamtraum.

Sei u € HY(R?) eine Losung von —Au + u = f fiir ein f € L?(R9).
(a) Zeige, dass u € H?(RY).
Hinweis: Zeige zuerst ”DhUH?Lp < N fll g2l D=n(Dpu)|| ;2. Verwende dann dasselbe
Kriterium wie in der Vorlesung dafiir, dass die schwachen partiellen Ableitungen
von u in H' sind.

(b) Zeige, wenn f € H™(RY), dann gilt u € H?>T™(RY).

Die Helmholtz Gleichung.
Sei Q C R? offen und beschriankt. Wir betrachten das Problem

{ —Au = \u auf Q,

u € H}(Q)
fiir ein A € R.
(a) Zeige, dass es ein pg > 0 gibt, so dass (H) keine nichttriviale Losung hat fiir alle
A < .

(b) Sei u € H}(Q) eine Lésung von (H) fiir ein A € R. Zeige, dass u € C°°(2).
Hinweis: Calderon—Zygmund, Iteration, Soboleveinbettung

Losung: Es geniigt zu zeigen, dass u lokal C ist. Sei also z € Q und B(z,20) € Q. Dann
gibt es eine Folge von Béllen (B,) mit B(x,0) € By41 € B, € B(x,26) fiir alle n € N.
Wir zeigen nun induktiv, dass u € H™(By,) fiir alle m € N. Der Fall m = 1 ist klar. Sei
also w € H™(By,) und « ein Multi-Index mit |a| = m — 1. Dann folgt aus

VuV (D%p) :/ AuD%p
Bm B

fiir alle p € D(By,), dass

/ V(Du)Ve = A(D%u)p.

m BTYL

Also ist 4 = D%u eine Losung von —Ad = Aa. Sei @ = E x (A4). Nach Calderon—-
Zygmund gilt 1 € H?(B,,) und A(d + ) = 0. Also ist 1w + @ € C*(B,,) und damit 4 €
H?(By,41). Da dies fiir alle entsprechenden Multi-Indizes o gilt, folgt u € HI*H2(B,,,1) =
Hm+1 (Bm+1)-

Aus obiger Induktion folgt also u € H™(B(x,0)) fir alle m € N. Nach dem Sobolevschen
Einbettungssatz ist also u € C*°(B(z,)). Da x beliebig war, folgt daraus die Behauptung.



Beachte: Die Randbedinungen haben in diesem Argument keine Rolle gespielt. Zudem
ist dies ein rein lokales Argument. Wir werden also keine Aussage zur Randregularitét
von u machen kénnen. Verwendet man das Resultat von Calderon—Zygmund in der Form
Au = f mit f € L} impliziert u € Wlif, vereinfacht sich das Argument entsprechend.

(c) Wir nehmen nun usitzlich an, dass  einen C**™ Rand hat fiir ein m € Ny. Sei
u € H} () eine Losung von (H) fiir ein A € R. Zeige, dass u € H?>T™(2). Gib nun
eine hinreichende Bedingung an m an, die garantiert, dass v € C?(Q).

Sei © C R? offen und beschrinkt. Wir verwenden nun Notation und Resultate aus §23.
Wir wissen, dass die allgemeine elliptische Gleichung zweiter Ordnung —Au = f unter der
Bedingung div b < ¢y oder dive < ¢ fiir alle f € L?(f2) eine eindeutige Losung in HE ()
hat.

(a) Zeige, dass der Losungsoperator R: f — wu ein kompakter linearer Operator auf
L?(9) ist.
Hinweis: Abgeschlossener Graph und kompakte Einbettung von Sobolevraumen.
(b) Wir nehmen an, dass AI — R nicht surjektiv ist fir ein A € R\ {0}. Zeige, dass es
dann u € H{(2) gibt mit —Au = Ju.
Hinweis: Fredholm Alternative

. Sei Q C RY offen und v € H'(Q) mit —Au € L?(92). Wir sagen, dass die Normalenablei-
tung % = 0 auf 0 (schwach), falls

/ —Aucp:/Vu-Vap
Q Q
fiir alle ¢ € H(9).

(a) Zeige, falls Q eine beschrinkte Menge mit C' Rand ist und v € C?(R%), dann ist
% = 0 schwach genau dann wenn % = 0 klassisch.

Hinweis: Verwende die Fortsetzungseigenschaft und eine Greensche Formel.

Losung: Sei Q mit C' Rand und u € C?(RY) (bei letzterem wiirde auch schon weniger

reichen). Wir nehmen zuerst an, dass % = 0 klassisch, also Vu(z) - v(z) = 0 fiir alle

z € 002. Mit der ersten Greenschen Formel folgt

/Aug0+/Vqu0:O
Q Q

fiir alle ¢ € D(R?) (eigentlich sogar fiir alle ¢ € C'(Q)). Da die Testfunktionen dicht in

dy s . . .. . . u
H'(R?) sind, folgt dass obige Identitiit auch fiir alle ¢ € H*(2) gilt. Damit ist also % = 0
im schwachen Sinn.

Umgekehrt, sei — [, Aup = [ VuVp fiir alle ¢ € H'(Q). Es folgt also aus der Greenschen
Formel, dass

/ (Vu-v)pdo =0
o0

fiir alle ¢ € D(RY). Mit Stone-Weierstraf erhilt man, dass D(R?)|sq dicht in C(9Q) ist.
Also gilt [y (Vu - v)gdo = 0 fiir alle g € C(09), also insbesondere fiir g = Vu - v. Es
folgt, dass [[Vu - v[| 290y = 0 ist, also % = Vu - v = 0 klassisch.

(b) Zeige, dass das Problem
Au—Au=f auf Q,
ou
— = f 00
ey 0 auf 09,

fiir alle f € L?(2) und A > 0 eine eindeutige Lésung in H'(Q) besitzt. Gilt das
auch im Fall A = 07
Hinweis: Lax—Milgram



Losung: Wir definieren a: H'(Q) x H'(Q2) — R durch

a(u,v) :/ Vqu—FA/ uv.
Q Q

Dann ist a offenbar eine stetige Bilinearform, welche koerziv ist fiir A > 0. Sei also f €
L*(Q). Dann definiert L(v) = [q fv ein stetiges lineares Funktional auf H'(Q). Es folgt
also aus Lax—Milgram, dass es ein eindeutiges u € H* () gibt mit a(u, p) = L(y) fiir alle

o € H'(Q), also
/ww+A/ugp:/ﬁp.
Q Q Q

Wéhlt man ¢ € D(Q) erhilt man —Awu = f — Au (schwach). Anders formuliert gilt also

/Q—Au90:/ f—=u)p /Vquo

fiir alle ¢ € H'(£2). Demnach gilt % = 0 schwach.

Da umgekehrt eine Losung u € H(Q) der Gleichung immer auch a(u,v) = L(v) fiir alle
v € H'(Q) erfiillt, ist die eindeutige Losbarkeit gezeigt.

Fir A = 0 hat man keine eindeutige Losbarkeit, denn alle konstanten Funktionen sind
Lésungen fiir f = 0. Man kann aber das Argument mit Hilfe der zweiten Poincarégleichung
und durch die Herausnahme der konstanten Funktionen entsprechend anpassen, wenn {2
Lipschitz ist.
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