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Calculus is the outcome of a dramatic intellectual struggle which has lasted
for twenty-five hundred years.

— Richard Courant (1888-1972)

1. H? Regularitit im Gesamtraum.

Sei u € H'(R?) eine Losung von —Au +u = f fiir ein f € L2(R%).
(a) Zeige, dass u € H?(RY).
Hinweis: Zeige zuerst || Dyul|3n < || f]l 2| D—n(Dpu)| 2. Verwende dann dasselbe
Kriterium wie in der Vorlesung dafiir, dass die schwachen partiellen Ableitungen
von u in H' sind.

(b) Zeige, wenn f € H™(RY), dann gilt u € H>T™(RY).

Die Helmholtz Gleichunyg.
Sei Q C R? offen und beschriankt. Wir betrachten das Problem
—Au = Au auf Q,
(H L
u € Hy(2)

fiir ein A € R.
(a) Zeige, dass es ein pug > 0 gibt, so dass (H) keine nichttriviale Losung hat fiir alle
A < po.
(b) Sei u € H}(Q) eine Lésung von (H) fiir ein A € R. Zeige, dass u € C*(Q).
Hinweis: Calderon—Zygmund, Iteration, Soboleveinbettung

(c) Wir nehmen nun usétzlich an, dass Q einen C?™™ Rand hat fiir ein m € Np. Sei
u € H} () eine Losung von (H) fiir ein A € R. Zeige, dass u € H?>T™(2). Gib nun
eine hinreichende Bedingung an m an, die garantiert, dass u € C%(Q).

Sei © € R? offen und beschrinkt. Wir verwenden nun Notation und Resultate aus §23.
Wir wissen, dass die allgemeine elliptische Gleichung zweiter Ordnung —Au = f unter der
Bedingung divb < ¢y oder dive < ¢ fiir alle f € L?(f2) eine eindeutige Losung in HE ()
hat.
(a) Zeige, dass der Losungsoperator R: f +— wu ein kompakter linearer Operator auf
L2(9) ist.
Hinweis: Abgeschlossener Graph und kompakte Einbettung von Sobolevraumen.
(b) Wir nehmen an, dass AI — R nicht surjektiv ist fir ein A € R\ {0}. Zeige, dass es
dann u € H}(Q) gibt mit —Au = %u
Hinweis: Fredholm Alternative

4. Sei Q C RY offen und u € H'(Q) mit —Au € L?(Q). Wir sagen, dass die Normalenablei-

tung % = 0 auf 0 (schwach), falls
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fiir alle ¢ € H(9).

(a) Zeige, falls Q eine beschriinkte Menge mit C* Rand ist und u € C?(R%), dann ist

(b)

% = 0 schwach genau dann wenn % = 0 klassisch.

Hinweis: Verwende die Fortsetzungseigenschaft und eine Greensche Formel.

Zeige, dass das Problem
Au—Au=f auf
ou

5, =0 anf 00,

fir alle f € L?(Q) und A > 0 eine eindeutige Losung in H'(Q) besitzt. Gilt das

auch im Fall A = 07
Hinweis: Lax—Milgram

http://spikedmath.com/264.html

BATMAN HAS NO BOUNDARIES
BESIDES THE ONES HE SETS FOR HIMSELF.
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ROBIN ON THE OTHER HAND... @ 2010

S oA

a£+ ba_
dn

SiE on 0}

Ubungsblétter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss14/pde2014



http://spikedmath.com/264.html
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss14/pde2014

