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Man darf nicht das, was uns unwahrscheinlich und unnatiirlich erscheint, mit
dem verwechseln, was absolut unméglich ist.

— Carl Friedrich Gauf} (1777-1855)

1. Zur Findeutigkeit der schwachen Ableitung.
Sei Q C RY offen. Es sei h € Li _(Q) derart, dass [, hy = 0 fiir alle ¢ € D(Q2). Zeige, dass
h = 0 fast tberall.

2. Sei I C R ein offenes Intervall und g € LL (). Zeige, dass es eine Funktion u € C(I) gibt,
welche schwache Ableitung Diu = g hat.

3. (a) Essei Q C R? offen und zusammenhingend. Es sei u € T/Vlicl(Q) mit Vu = 0 fast
iiberall auf €. Zeige, dass es eine Konstante ¢ € R gibt mit u = ¢ auf Q.
Hinwers: Betrachte u * py,.

(b) Gib ein Beispiel einer stetigen monotonen Funktion f: [0,1] — [0,1] mit f(0) =0
und f(1) = 1, welche fast iiberall die klassische Ableitung 0 hat. Welcher Schluss
ergibt sich aus dem vorigen Aufgabenteil?

Hinweis: Verfahre wie bei der Konstruktion der Cantormenge und wéhle stets einen
geeigneten konstanten Wert auf dem entfernten mittleren Drittel.

(c) Sei Q= B(0,1) in R% Sei a > 0 und {q : k € N} dicht in Q. Definiere
u(x) =Y 27 Mz — g7
k=1
Zeige, dass u nirgends stetig ist in Q, aber u € WP(Q) fiir 1 < p < d/(a + 1).

4. BEs sei Q C R offen und v € WH™(Q). Zeige, dass u einen lokal Lipschitz-stetigen
Représentanten @ € C(2) hat.
Hinweis: Sei u,, = ux* p,. Betrachte u, (x) —uy(y) fur z,y € B € Q und n grofi. Verwende,
dass (zumindest entlang Teilfolge) u,(z) — u(x) fir fast alle z € B.
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