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My work has always tried to unite the true with the beautiful and when I had
to choose one or the other, I usually chose the beautiful.

— Hermann Weyl (1885-1955)

1. Es sei k& € Ny. Zudem seien w,v: D\ {0} — R in Polarkoordinaten gegeben durch

u(rcosf,rsinf) = r* cos(kf) und v(r cos @, rsin§) = r¥ sin(kf). Dann sind v und v stetig
fortsetzbar auf D und diese Fortsetzungen sind harmonisch auf D.

Hinweis: h(z) = z* ist holomorph auf D.

. Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten.
Sei Q= {r €R?:0< |z|] <1} und u € C?(Q). Sei f: (0,1) x R — R gegeben durch

f(r,0) := u(rcos(f),rsin(h)).

Zeige, dass dann

Au(rcos(d),rsin(0)) = frr(r,0) + f”(:a 0) i foa(r, 0)‘

r2

Zum elliptischen Maximumprinzip.

Es sei Q ¢ R? offen und beschrénkt. Zudem seien Funktionen az: Q — R fiir k,1 €
{1,...,d} gegeben so dass die Matrix A = A(z) = (ag(x)) an jedem Punkt x €
symmetrisch ist und es ein o > 0 gibt mit ¢7A(z)¢€ > al¢|? fiir alle € € R and z € Q.
Wir schreiben

d
Lu = Z Z aklﬁkalu

k=11=1
fiir u € C?(9).
Zeige: Wenn u € C%(Q) N C(Q) die Eigenschaft Lu > 0 hat, dann gilt

maxu(xr) = maxul(z).

Hinweis: Passe den Beweis zum elliptischen Maximumprinzip aus der Vorlesung an. Ver-
wende dazu Resultate der linearen Algebra zur Diagonalisierung und Spur von Matrizen.

(10)



4. Offene Mengen in RY.
Gib Beispiele offener Mengen € C R? mit folgenden Eigenschaften. Wir verlangen in dieser
Aufgabe keine vollstandigen Beweise und begniigen uns auch mit einem anschaulichen
Argument.

1. Q C R? ist keine abzihlbare Vereinigung disjunkter offener Rechtecke.

2. Q C R? ist beschrinkt, zusammenhingend und einfachzusammenhéingend, aber ver-
schieden vom Inneren von (2.

3. C (0,1) mit A(2) < A(092), wobei A das Lebesguemafl in R bezeichne.

4. Q C R? ist beschriankt und zusammenhingend, und zu jedem M > 0 gibt es Punkte
x,y € €, welche nicht mit einer rektifizierbaren Kurve in €2 der Lénge hochstens M
verbunden werden koénnen.
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