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This new integral of Lebesque is proving itself a wonderful tool. I might com-
pare it with a modern Krupp gun, so easily does it penetrate barriers which
were impregnable.

— E.B. van Vleck (1863-1943)

1. Das elliptische Mazximumprinzip in einer Dimension.
Es sei 2 = (a,b) C R ein beschranktes Interval und b, c: 2 — R beschriankte Funktionen.
Wir schreiben Lu = u” + bu’ + cu fiir u € C?(9).

(a)

(b)

()

Zeige: Wenn ¢ < 0 und Lu > 0 fiir ein u € C%(Q) N C(2), dann ist u konstant falls
es ein x € (a,b) mit u(z) = max,g[qp u(t) und u(x) > 0 gibt.

Hinweis: Betrachte erst den Fall Lu > 0. Verwende v(t) = u(t) + a(exp(x(t —
z)/e) — 1) analog zum Beweis des elliptischen Maximumprinzips.

Zeige, dass die Bedingungen ¢ < 0 und u(x) > 0 notwendig sind.
Hinweis: Betrachte die Gleichungen v” — v =0 und v’ +u = 0.

Zeige, dass wenn ¢ = 0 ist, man die Bedingung u(x) > 0 in (a) nicht braucht.

2. Radiale harmonische Funktionen.

(a)

Sei 0 <7 <rg <ocound Q:={z € RY:ry < |z| < ry}. Sei u: Q — R radial,
d.h. es gibt ein p: (r1,72) — R mit u(z) = ¢(|z|) fiir alle 2 € R?. Zeige, dass dann
u € C*(Q) genau dann wenn ¢ € C?((r1,72)), und dass in diesem Fall

Au(z) = o (z]) + Z= Lt (Jz)

|z
fir alle z € Q gilt. Insbesondere ist dann also auch Aw radial.

Sei @ = R%\ {0} und betrachte Ey: © — R gegeben durch

|| fir d =1,
Eq(x) := {log|z| fiir d = 2,
lz|>~¢  fiir d > 3.

Zeige, dass E; harmonisch ist.

Sei 0 <7; <rg <ocound Q:={z€R?:r < |z] <r}. Esseiuec C*Q)NCQ)
harmonisch und radial. Zeige, dass es dann ¢1, c2 € R gibt mit u(z) = ¢1 Eg(x) + co.
Hinweis: Dazu kann man (a) verwenden und die entsprechende gewthnliche Diffe-
rentialgleichung 16sen.

(12)



(d) Essei Q:={xcR?:0 < |z| < 1}. Zeige, dass das konkrete Dirichletproblem (2)

ueC?*(Q)NCH)

—Au=0 aufQ,
u(z) =0 fir |z| =1,
u(0) =1

nicht 16sbar ist.
Hinweis: Zeige zuerst, dass eine Losung u radial sein muss. Verwende dann (¢) und
leite einen Widerspruch ab.

3. Es ist eine Tatsache, dass nicht jede stetige periodische Funktion auf [0, 27] (alternativ = (3)
auf 0B(0, 1)) iiber ihre Fourierreihe dargestellt wird.

Wie ist das damit zu vereinbaren, dass (1) jede solche stetige Funktion nach Stone—
Weierstraf gleichméssiger Grenzwert von trigonometrischen Polynomen ist, (2) alle Funk-
tionen in L?(0,27) iiber eine in L? konvergente Fourierreihe darstellbar sind und (3) das
Dirichletproblem nach (3.7) auf B(0,1) fiir alle stetigen Funktionen auf 9B(0,1) eine
Losung von der in (3.6) gegebener Form hat?
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