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Math is like Ophelia in Hamlet — charming and a bit mad.

1. (a)

— Alfred North Whitehead (1861-1947)

Sei Q C R? offen, U € R**? orthogonal und z € R?. Definiere ' := UQ + z.
Zeige: Die Abbildung u +— u(U - +z) definiert einen isometrischen Isomorphismus
von H(Q') nach H'(Q) und von HE(Q') nach H} ().

Sei Q C R? offen. Es sei u € Li. () mit schwachen partiellen Ableitungen Dju und

Dyu. Zeige: Falls Dyu eine schwache [-te partielle Ableitung D;Dyu hat, dann hat
Dju eine schwache k-te Ableitung und es gilt D;Dyu = Dy Dju.

Wie vertrigt sich der vorige Aufgabenteil mit dem klassischen Beispiel von f: R? —
R gegeben durch

zy(@®—y?) gy
_ ) T i (z,y) £0,
z,y) =
f@y) {0 sonst,

welches zweimal klassisch partiell differenzierbar ist, aber fir das (0,9,f)(0,0) #
(8,0..£)(0,0). st f € H(B(0,1))?

2. Sei Q = (a,b) ein beschrénktes Intervall in R.

(a)
(b)

Seien u,v € HY(Q). Zeige, dass f: w'v = u(b)v(b) — u(a)v(a) — f(f v’
Es sei @ > 0 und g € L*°(Q) mit g > 0. Wir betrachten das Problem

gu—u'" =f inQ,
v/ (a) = au(a) und
u(b) = 0.

Zeige, fiir alle f € L?(Q2) hat dieses Problem eine eindeutige Losung in H?(2). Be-
weise ferner, dass u € C*(Q) falls g, f € C*°(Q).

Hinweis: Definiere eine stetige koerzive Bilinearform auf einem geeigneten Teilraum
von H'(2) derart, dass Lax-Milgram eine Lésung liefert. Argumentiere dann, wes-

halb u € H2(1).

3. Essei 1 < p < oco. Wir wissen aus der Vorlesung, dass jedes u € W1P(I) einen stetigen
Représentanten @ € C'(I) hat falls I C R ein offenes Intervall ist.

(a)

(b)

Sei Q C R offen. Zeige, dass jedes u € WHP(Q) einen Reprisentanten in C(£2) hat.

Kann man immer einen Représentanten in Cp(Q2) oder in C(Q2) finden?

Es sei I = (a,b) mit a,b € R. Zudem sei (u,) eine Folge in W1P(I) derart, dass
(Duy,) eine Cauchyfolge in LP(I) ist und es ein tg € I gibt mit lim, e @, (tg) = ¢
fiir ein ¢ € R. Zeige, dass dann (u,) in WP(I) konvergiert und beschreibe den
Grenzwert.

(2)

(2)



(¢c) Gib ein Beispiel einer beschrénkten offenen Menge €2 C R derart, dass nicht alle
Elemente von WP (Q2) Einschrinkungen von Elementen von W1?(R) sind und C(€2)
nicht dicht in W1P(Q) ist.

(d) Seia < bund I = (a,b). Zeige, dass es ein C' > 0 gibt miE Il < Clullwe
fiir alle u € W1P(I) mit stetigem Repraesentanten i € C(T).

(e) Sei a < bund I = (a,b). Beschreibe den Abschluss von D(I) in W1P(I).

HOW TO STUDY MATH

Don't just read it; fight it!

- Paul R. Halmos
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