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1. Zeige, dass es fiir d > 2 an jeder Stelle hochstens eine approximative 1-Tangentialebene
aus G(d, 1) an A C R? gibt. Gib ein Beispiel von A C R?, H2-messbar, H?(A) < oo und
x € A derart, dass apTan?(A, x) mehr als ein Element enthélt.

2. Wir verstehen RY zerlegt als R? = RF @ R%* und P; sei die orthogonale Projektion auf
die erste Komponente. Wenn M C R? und § > 0, dann setzen wir [M]s := M + B(0,§).
Zudem sei eine e-Lipschitz Funktion f: R¥ — R % ¢ R? und C C R* gegeben, so dass
fir alle z € C die Ableitung D f(z) existiert und O(C,z) = 1 gilt. Hier darf ¢ > 0 als
ausreichend klein vorausgesetzt werden. Wir schreiben F'(z) = (z, f(x)).

(a) Zeige, dass V € apTan®(gr f|c, F(x)) wenn V = rg DF(z) und z € C.

(b) Seien V,W € G(d,k) mit V' # W. Zeige, wenn P eine orthogonale Projektion auf
einen Unterraum in G(d, k) ist, dann gilt H*(P([V]s N [W]s N B(0,1))) — 0 fiir
0 — 0+.

(c)* Zeige, dass apTan®(gr f|c, F(z)) = {rg DF(z)} wenn z € C und ©*(gr f|c, F(z)) =
1. Betrachte hierzu 0.B.d.A. z = 0 und F(x) = 0, und verwende den vorigen
Aufgabenteil und die Beobachtung C(0,V,d) N B(0,r) C [V]s,.

Aus obigem lésst sich nun leicht folgern, dass eine k-rektifizierbare Menge, wie in Theo-
rem 8.5 postuliert, H*-f.il. eine eindeutige approximative k-Tangentialebene besitzt.

3. Wir akzeptieren die Tatsache, dass jede kompakte topologische Gruppe G ein eindeuti-
ges translationsinvariantes Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl i1 besitzt, das sogenannte Haar-
MaB; damit meinen wir, dass fiir alle A C G Borel und h € G die Invarianz u(A) =
w(hA) = p(Ah) gilt.

(a) Seien p und v zwei Borel-Mafle auf einem separablen metrischen Raum (M, d). Wir
nehmen, an dass pu(B(z,r)) = u(B(y,r)) € (0,00) und v(B(z,r)) = v(B(y,r)) €
(0,00) fur alle r > 0 und x,y € M. Zeige, dass dann ein ¢ > 0 existiert mit yu = cv.
Hinweis: Sei U C M offen, beschrankt und nicht leer. Definiere h(r) := v(B(z,r))
(fiir ein beliebiges z € M) und beachte dass

. v(UNB(z,r))
LN h(r) L

fir alle z € U. Verwende dies mit Fatou und Fubini, um p(U) durch v auszudriicken.

Sei o 1= (H41(0B%))"'H4"1LoB?. (Aus der PDE Vorlesung konnte diesbeziiglich die
Identitit 0(A) = a(d) 'Ag({tx : 2 € Aund 0 <t < 1}) bekannt sein.) Man kann nun
leicht zeigen, dass das Haar-Mafl p auf O(d) (den orthogonalen linearen Abbildungen in
R? mit der Operatornorm) durch u({g € O(d) : g(z) € A}) = o(A) fiir alle x € OB? und
A c 0B Borel bestimmt ist.

(b)* Fir ein V' € G(d, k) definiere v41(A) = p({g € O) : gV € A}) fir A C G(d, k)
Borel. Zeige, dass 74 das eindeutige unter orthogonalen Abbildungen invariante
Borel-Wahrscheinlichkeitsmass auf G(d, k) definiert.
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