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1. Sei Ω ⊂ Rd offen und für Ωn := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > 1
n} ∩ B(0, n) und Ω0 := Ω−1 :=

∅ definiere Un := Ωn+1 \ Ωn−2 für alle n ∈ N. (Das n − 2 ist nur zur Vereinfachung
der Aufgabenstellung, aber der fehlende Abschluss war natürlich ein Schreibfehler in der
Vorlesung!)
Zeige, dass es (ζn) in C∞c (Un) gibt mit 0 ≤ ζn und

∑∞
n=1 ζn(x) = 1 für alle x ∈ Ω.

Hinweis: Für n fest, wähle k ∈ N so groß, dass (Ωn \Ωn−1) +B(0, 3 1
k ) ⊂ Un. Definiere ζ̃n

als Faltung eines geeigneten Indikators mit dem Standard-Mollifier ρk.

2. Sei A ⊂ Rd beschränkt mit P (A,Rd) <∞. Zeige, dass dann

lim
n→∞

‖D(1A ∗ ρn)‖(Rd) = P (A,Rd)

gilt, wobei (ρn) der Standard-Mollifier sei.
Hinweis: Zeige, dass ∇(1A ∗ ρn) = (D1A) ∗ ρn gilt. Faltung und Fubini!

3. (a) Sei f ∈ L1(Ω). Zeige, dass die Abbildung t 7→ V ([f > t],Ω) als Abbildung R →
[0,∞] messbar ist.

(b) Zeige folgendes mit Hilfe der in der Vorlesung bewiesenen Co-Area Formel: Für
f ∈ C∞c (Rd) gilt ∫

Rd
|∇f | =

∫ ∞
−∞
Hd−1(St) dt,

wobei St = {x ∈ Rd : f(x) = t}.

4.* Zeige: Wenn f ∈ C∞(Ω) und φ ∈ C1
c (Ω), dann gilt

−
∫

Ω
f+(x)∂jφ(x) dx =

∫
Ω
1[f>0](x)∂jf(x)φ(x) dx.

Folgere, für alle t ∈ R gilt, dass ∂jf = 0 f.ü. auf [f = t].
Hinweis: Sei η(s) = s∨0. Für ε > 0 betrachte ηε(s) =

√
s2 + ε2−ε für s ≥ 0 und ηε(s) = 0

für s < 0. Die Aussage gilt allgemeiner im Kontext von Sobolevfunktionen (als Lemma
von Stampacchia).
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