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1. Einleitung

Die Variationsrechnung wurde im 18.Jahrhundert von Bernoulli, Euler, Lagrange und
Legendre begriindet. Den Ursprung hat die klassische Variationsrechnung im Jahr 1696,
als Johann Bernoulli das Brachistochronen-Problem in der Leipziger Zeitschrift ,, Acta
eruditorum lipsiae“ formulierte und zu dessen Losung aufruf. In diesem Problem ging es
um die Bestimmung der Kurve zwischen zwei Punkten mit der kiirzesten Fallzeit, auf
welches spéter noch genauer eingegangen wird. Das Problem wurde anschlieend nicht
nur von ihm selbst geltst, sondern auch Gottfried Leibniz, Isaac Newton und sein Bru-
der Jakob Bernoulli sandten im gleichen und darauffolgenden Jahr teils unterschiedliche
Losungsvorschliage ein. Das Brachistochronen-Problem motivierte die Bernoulli-Briider
weitere allgemeine Variationsprobleme zu formulieren und zu deren Losung aufrufen und

so entstand das Feld der Variationsrechnung.!

Allgemein lisst sich ein Variationsproblem wie folgt formulieren:

I(x(t)) = / ’Ft2(t),5(8) dt - min (MP)
a z(t)ed

wobei Randbedingungen in Form von z(a) = x; und z(b) = z2 gegeben oder auch va-
riabel gewihlt werden konnen. Weiterhin sei f(t,z(t),Z(t)) eine stetig differenzierbare
Funktion auf dem Intervall [a,b] und ® die Menge der zulissigen Funktionen.

Aufgrund der Gestalt eines Variationsproblems ist die klassische Variationsrechnung zu-
dem stark mit der Differential- und Integralrechnung verkniipft und demnach ebenso fast
so alt. So konnte die Variationsrechnung friih ein intensives Interesse auf sich ziehen, da
sich viele historische physikalische Fragestellungen als Variationsprobleme darstellen lie-
Ben. Infolgedessen befassten sich viele Mathematiker mit der Erforschung und Losung

von Variationsproblemen im folgenden 18. und 19. Jahrhundert.

!Goldstine (1980)
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Da natiirlich auch im aktuellen Kontext verschiedene Variationsprobleme existieren, ist
deren Losung nach wie vor eminent wichtig. Hierbei unterscheiden wir zwei verschiedene
Methoden. Auf der einen Seite besteht die Moglichkeit, ein Variationsproblem iiber die
Eulerschen Differentialgleichungen zu 16sen. Diese Methode und deren Theorie wird als
klassische Variationsrechnung bezeichnet. Ist diese Variante nicht anwendbar, so kann
man im Falle der Existenz einer Losung ein Funktional auch auf direktem Weg mini-
mieren. Bei den direkten Methoden der Variationsrechnung handelt es sich grundsétzlich
um die Bestimmung einer approximativen Losung mittels numerischer Verfahren. Hierzu
wéhlt man eine Minimalfolge {yy, }nen, sodass JLH;O flyn) = ;Iel(fl; I(x) gilt. Anschlieflend
muss gezeigt werden, dass {y,} eine konvergente Teilfolge besitzt. Um dies zu zeigen
bendtigen wir Kompaktheitskriterien, was sich allerdings in co-dimensionalen Funktio-
nenrdumen schwierig gestaltet. Im eindimensionalen Fall wiirde nach Bolzano-Weierstrafl
geniigen, Beschrinktheit der Folge {y, } und Abgeschlossenheit des zuléssigen Bereichs ®
zu fordern. Da in co-dimensionalen Funktionenrdumen der Satz von Bolzano-Weierstrafl
in dieser Form nicht gilt, muss auch hier ein geeignetes Kompaktheitskriterium gefun-
den werden. Dieses finden wir in der Theorie von Hilbert- und Banachrdumen, insb. bei
Sobolevrdumen.

Im Falle der Existenz einer Losung kann nun eine Néherungslosung durch numerische
Methoden berechnet werden. Wir werden hier auf zwei Verfahren genauer eingehen. Es
wird sowohl die Ritz’sche Methode als auch die Methode der Endlichen Differenzen vor-
gestellt. Zu jeder Methode wird das mathematische Modell, sowie die Implementierung
in Matlab, Beispiele als auch die Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren diskutiert,
um anschliefend beide Verfahren vergleichen zu kénnen. Es wird sich zeigen, dass beide
Verfahren ihre Vorteile haben. Als Schlussfolgerung ldsst sich sagen, dass das Ritz’sche
Verfahren bei einem Variationsproblem mit glatter Losung deutlich schneller zu konver-
gieren scheint, wohingegen das Endliche Differenzenverfahren aufgrund seiner Gestalt

als Polygonzugverfahren Vorteile bei Funktionen mit FEcken bietet.

In Kapitel 2 gehen wir zunéchst auf zwei historische Beispiele ein, welche die Variations-
rechnung mitbegriindeten und somit als Variationsproblem formuliert werden kénnen.
Da Variationsprobleme auch im aktuellen Kontext existieren, wird zudem ein Optimie-
rungsproblem aus dem Bereich der Versicherungsmathematik behandelt, welches eben-

falls als Variationsproblem dargestellt werden kann. Anschlielend diskutieren wir die
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Grundlagen der Variationsrechnung, welche auch als klassische Variationsrechnung be-
schrieben werden. Zentraler Punkt hierbei ist die Erarbeitung der Eulerschen Differen-
tialgleichungen, durch welche man in gewissen Féllen iiber die Differentialgleichung die
Losung eines Variationsproblems exakt bestimmen kann.

Die Existenz von Lésungen wird im anschlielenden Kapitel 3 ausfiihrlich diskutiert und
ein Existenzsatz fiir konvexe Funktionale in funktionalanalytischen Ridumen bewiesen.
Hierbei gehen wir speziell auf die funktionalanalytische Theorie der Sobolevriume und
derer Eigenschaften ein. Zudem muss ein entsprechendes Kompaktheitskriterium kon-
struiert werden, sodass auf alle notigen Werkzeuge zur Formulierung und zum Beweis
des Existenzsatzes zuriickgegriffen werden kann.

Im Falle der Existenz einer Lésung kann nun eine Ndherungslosung durch die in Kapitel
4 beschriebenen numerischen Methoden berechnet werden. Wir werden hier auf zwei
Verfahren genauer eingehen.

Kapitel 5 schlieit die Diplomarbeit mit einem Fazit ab, in welchem zusammenfassend

die Ergebnisse nochmals aufgearbeitet und diskutiert werden.
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In diesem Abschnitt wird eine Einfiihrung in die klassischen Methoden der Variations-
rechnung gegeben. Gegenstand der Variationsrechnung sind Funktionale. Funktionale
sind Abbildungen die einer bestimmten Funktion eine Zahl - den Funktionalwert - zu-
ordnen. Die Variationsrechnung beschéftigt sich hierbei mit der Frage, fiir welche Funk-
tion ein bestimmtes Funktional seinen minimalen oder maximalen Wert annimmt. Oft
schrinkt man das Funktional noch mit gewissen Randbedingungen oder auch mit Ne-

benbedingungen ein.

2.1. Motivation und Beispiele

Zunichst moéchten wir klassische als auch aktuelle Beispiele der Variationsrechnung dis-
kutieren und zeigen, wo die Variationsrechnung ihren Ursprung hat. Desweiteren erken-
nen wir, dass die Variationsrechnung stark physikalisch motiviert ist und deshalb in der

Physik viele praktische Beispiele findet.

2.1.1. Brachistochrone

Das berithmteste und &lteste Variationsproblem und somit nach herrschender Meinung
der Ursprung der Variationsrechnung ist das Brachistochronen-Problem. Es wurde von
Johann Bernoulli im Jahr 1696 formuliert und in der wissenschaftlichen Zeitschrift ,, Acta
eruditorum lipsiae“ veroffentlicht.! Hier ist ein Korper mit Masse m > 0 gegeben, der
reibungsfrei entlang einer stetigen Kurve y(z) vom Punkt (x1,y;) nach (x2,y2) gleiten
soll, d.h. es gelte y(z1) = y1 und y(x2) = yo. Zudem sei die Startgeschwindigkeit vy am
Punkt (z1,y1) gegeben durch vy = 0. Wie mufl nun die Kurve y(z) geformt sein, damit
die Laufzeit minimal wird? Die Kurve mit der kiirzesten Laufbahn wird Brachistochrone

genannt (von griechisch: brachistos (8paxitoTos) = kiirzest, chronos (xpovos) = Zeit).

!Goldstine (1980) und Kielhsfer (2010)
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hr
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Abbildung 2.1.: Skizze des Brachistochronen-Problems

Herleitung der Durchlaufzeit: >

Sei m > 0 die Masse des Korpers, s(t) der bis zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegte Weg,
(z(t),y(t)) die Position des Massenkorpers zum Zeitpunkt ¢ und g die Fallbeschleunigung

im vorherrschenden Massefeld. Es gilt nun:

62
S L mit

mﬁ =m %I_ n y,2 Yy = %

Fiir den zuriickgelegten Weg gilt nun geméifl der Bogenlinge:
v 0s

s(t) :/ V1i+y/(r)2dr = yJ1+4+y?= p (2.2)
0 X

7
ot?

(2.1)

1+y? = —= (2.3)

=g=

Mittels Integration von x1 bis z9 erhélt man nun die Durchlaufzeit und somit unser

Variationsproblem

I(y(@)) :/m\/;?y\/uyf(xydx 5 min (2.4)

1

Zygl. Seiler (2005), S.3.
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wobei eine Losung g(z) : [z1, z2] — R gesucht ist, welche die Durchlaufzeit minimiert.

Dieses Variationsproblem besitzt zudem die folgende Menge an zuldssigen Funktionen:

® = {y(z) € C'[z1,x0] | y(x1) = yn und y(a2) =y} (2.5)

Das Ziel ist nun ein y(x) € ® zu finden, sodass I(y(x)) minimal wird.
Selbstverstandlich muss auch die Frage untersucht werden, ob {iberhaupt ein Minimum
(bzw. Maximum) eines allgemeinen Variationsproblems existiert. Diese Fragestellung

diskutieren wir in Kapitel 3 ausfiihrlich.

2.1.2. Problem der Dido

Ein weiteres historisches Variationsproblem wird als ,,Problem der Dido“ bezeichnet
und unterscheidet sich vom Brachistochronen-Problem durch eine zusétzliche Nebenbe-
dingung. Das Problem l&sst sich wie folgt formulieren. Welche Gestalt muss eine einfach
geschlossene, glatte Kurve mit gegebener Linge L > 0 haben, damit die von ihr umran-
dete Flache maximal wird? Mathematisch lasst sich das Problem als Variationsproblem
formulieren, wobei

t2

I(2(t)) = /tth(t)deax e = [ a0t min (2.6)

unter der gegebenen Nebenbedingung

Ga(t)) = /:2 VIta2dt =L

Fiir die Funktion x(t) : [t1,t2] — R muss weiterhin z(t1) = x(t2) = 0 gelten. Die Menge

der zuldssigen Funktionen ist hier gegeben durch
® = {z(t) € C't1,t2] | (t1) = (t2) = 0}

Ein solches Problem nennt man auch Variationsproblem mit isoperimetrischen Neben-

bedingungen.
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2.1.3. Konsumententheorie bei unbekannter Lebensdauer

Neben den bisher behandelten historischen Variationsproblemen existieren natiirlich
auch Variationsprobleme im aktuellen Kontext. Hierbei moéchten wir auf ein Beispiel
aus dem Bereich der Versicherungsmathematik eingehen, in welchem behandelt wird,

wie eine beste Konsumallokation ¢*(¢) aussehen miisste, um den Gesamtnutzen iiber

eine unbekannte Lebensdauer zu maximieren.?

Fiir die Formulierung des Problems seien hierbei zunéchst die folgenden Funktionen

gegeben:
e ¢(t): der Konsum zum Zeitpunkt ¢
e g[c(t)]: der Nutzen des Konsums c¢(t) zum Zeitpunkt ¢
e m(t): das Einkommen zum Zeitpunkt ¢
e j(t): die vorherrschende Zinsrate zum Zeitpunkt ¢
e «(t): ein subjektiver Diskontfaktor der Nutzenfunktion

e 7(t): die Dichtefunktion des stochastischen Todeszeitpunkts in einem méglichen
Intervall [0, T].

Weiterhin wird 7(¢) definiert als
T —
7(t) == / m(r)dr, 0<t<T (2.7)
t

wobei 7(t) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass der Konsument zum Zeitpunkt ¢ €

[0,7] am Leben sein wird.

Das Ziel ist nun die Maximierung des Gesamtnutzens iiber die gesamte Lebensdauer des

Konsumenten. Wird der Gesamtnutzen als das folgende Funktional definiert:

T
Vie(t)) :== /fr(t)a(t)g[c(t)] dt (2.8)
0

3siehe Yaari (1965).
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so ist die optimale Konsumallokation ¢* () gesucht, welche das Funktional V' (¢(t)) maxi-
miert, d.h. V(c*(t)) = c?tl)%}é V(c(t)). Die Losung ¢*(t) wiirde dem Konsumenten schlief3-
lich angeben, zu welchem Zeitpunkt er wieviel konsumieren sollte, um seinen Gesamtnut-
zen iiber seine komplette Lebensdauer zu maximieren. Dies ist nun ein Variationsproblem

auf der Menge ®, welche sich iiber Nebenbedingungen konkretisieren l&sst.

Definieren wir zusétzlich das Gesamtvermogen des Konsumenten durch
t t
S(t) :== / {exp/ j(z) d:z} {m(r) —e(7)}dr (2.9)
0 T

so ergibt sich S(t) = m(t) — ¢(t) + j(t)S(t). Aufgelsst und eingesetzt erhilt man das

folgende Variationsproblem

T
/ F(Halt)glm(t) — S() + j(£)S ()] dt — max. (2.10)
0

Es gelten zusétzlich die folgenden Nebenbedingungen des Variationsproblems:
e Der Konsum ¢(t) kann zu keinem Zeitpunkt negativ sein, d.h. es gilt ¢(t) > 0V ¢.

e Sofern das Gesamtvermogen positiv ist, kann der Konsum das Einkommen iiber-
steigen, dies gilt aber nicht falls das Gesamtvermdégen zu einem Zeitpunkt ¢ gleich
null ist, d.h. es gilt S(t) > 0V ¢ mit S(t) = 0.

e Als dritte Nebenbedingung wéhlen wir, dass das Gesamtvermogen zum Todeszeit-
punkt vollstindig aufgebraucht wurde. Denn nur so kann garantiert werden, dass

der Gesamtnutzen maximiert wird, d.h. es gilt S(T) = 0.

Die Existenz einer Losung als auch die Losung selbst - sofern existent - sind natiirlich
von den gegebenen Funktionen m(t),j(t), a(t) und 7(t) als auch der gewéhlten Nutzen-
funktion g[c(t)] abhéingig. Es kann jedoch im Falle der Existenz einer Lésung von einem

klassischen Variationsproblem gesprochen werden.
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2.2. Klassische Variationsrechnung

Das klassische Variationsproblem wird in der Literatur meist wie folgt formuliert:*

/f (t,x(t),2(t)) dt — min (MP)

z(t)ed
mit gegebenen Randbedingungen z(a) = z1 und x(b) = xo. Weiterhin sei f(¢,z(t), &(t))
eine stetig differenzierbare Funktion und ® die Menge der zulédssigen Funktionen, d.h.

¢ :={x:[a,b] - R" | z(a) = x1,2(b) = x2} (2.11)

Zudem kann jedes Maximierungsproblem ebenfalls in ein Minimierungsproblem umge-

schrieben werden:

/ftx (£) dt — max = /ftx) #()) dt — min (2.12)

2.2.1. Die Eulerschen Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt sollen notwendige Bedingungen fiir die Losung des Variationspro-

blems

/f (t,x(t),2(t)) dt — min (MP)

z(t)ed

erarbeiten werden. Hierzu unterscheiden wir zunéchst verschiedene Typen von Extrema.

Definition 1. (Minimatypen)
Fiir ein gegebenes Variationsproblem (M P) heifit z(t) € ®

e schwaches lokales Minimum, falls gilt
Jep >0 : I(x(t) < I(x(t))Vaoed mit|x(t)—z(t)|1 < eo
o starkes lokales Minimum, falls gilt

Jeo>0 ¢ I(&(t) < I(z(t) VY z € ® mit |z(t) — 2(t)]|o < e

e globales Minimum, falls gilt
I(z(t) <I(z(t))Vx € ®

“Das Variationsproblem wird zunichst wie Kielhofer (2010) S.9 formuliert, es kann aber auch in para-
metrischer Form formuliert werden.
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wobei ||z|lo = sup |z(t)| fir x € Cla,b] und ||z|1 := sup |z(t)| + sup |z(t)| fir
tela,b] t€[a,b] t€la,b]
z € Cla, b].

Sei z(t) : [a,b] — R™ eine Losung des Variationsproblems (M P), so betrachten wir
zunéchst Funktionen in einer Umgebung von Z(t) der Art x(t) + en(t). Hierzu wird die

folgende Definition einer Testfunktion benétigt.

Definition 2. (Testfunktion)
Fine Funktion n : [a,b] — R™ heifst Testfunktion in einer Umgebung (—e€p, €q) fir ein
x(t) € ©, falls gilt:

Je>0mitz(t)+en(t) e ® Ve <ep (2.13)

Betrachten wir nun h(e) := I(xz + en) fiir eine Funktion x(t) € ® und eine zugehorige
Testfunktion 7 : [a,b] — R™. h(e) entspricht somit der Variation von z(¢) in Richtung
n(t). Fiir eine Losung Z(t) des Variationsproblems (M P) besitzt h(e) an der Stelle e = 0

ein lokales Extremum. Es gilt dann

W(O0) = 1+ en)lemo = lim (1@ +en) — 1()] = 0.

und auf Basis der Definition von h(€) kann nun mit Standardtechniken der Analysis wei-
ter argumentiert werden. Dieses Ergebnis fithrt nun zu folgender Definition der Gateaux-

Variation:?

Definition 3. (Gdteaux- Variation)
Sei x € ® und n eine Testfunktion fir x gemdfS Definition 2. Dann heifit

0
O0I(z,n) = 5 1(x + €n)le=o (2.14)

die erste Variation oder Gdteaux-Variation des Funktionals I bei x(t) in Richtung n
(vorausgesetzt der Grenzwert existiert).

Analog werden auch hohere Variationen definiert:

7

- 0
0"I(z,n) = @I(ﬂf + €n)le=o

Svgl. Kielhsfer (2010), S.15f.

10
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Nun l&sst sich weiter folgender Satz herleiten:

Satz 1. Ist Z(t) ein schwaches lokales Minimum fir I(x), so gilt:
0I(z,n) =0 Y Testfunktionen n (2.15)

Beweis. z(t) ist lokales Minimum = h(e) besitzt fiir alle 7 ein Minimum an der Stelle
e=0 = KW0)=0Vn = 9I(z,n)=0Vn. O

Unser Ziel ist nun Bedingungen herauszuarbeiten, die frei von Quantoren sind und somit
keine Zusétze wie zum Beispiel V 7). .. enthalten. Hierzu benétigen wir noch folgende
Hilfsmittel:

Satz 2. (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei f : [a,b] — R™ stetig und gelte fir alle stetigen Funktionen g : [a,b] — R™ mit
g(a) = g(b) =0

b
/ f(t)g(t)dt =

Daraus folgt f(x) =0 auf dem Intervall [a,b].

Beweis. Ann.: 3ty € [a,b] mit f(tg) # 0, 0.B.d.A fi(t9) >0

T4 5 Tntervall [, B] mit tg € [av, f] und f1(t) >0V ¢ € [ev, B,

Wir konstruieren nun eine zulissige, stetige Funktion g = (g1(t), ..., gn(t))T mit go(t) =
.. = gn(t) =0 auf [a,b] und fiir g;(¢) gelte:

g1(t) =0 fiir |t — to| > 0 und g(¢t) > 0 fiir |t — tp| < 0.

g1(t) ist stetig auf [a, b] mit g(a) = g(b) = 0.

B
= / F(t)g(t) dt = / fOg®)dt = [ AOR® G >0

Widerspruch zur Annahme. 4

11
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Der Satz von DuBois-Reymond hilft uns als Pendant zum Fundamentallemma der Va-
riationsrechnung ebenfalls bei der Formulierung eines der zentralen Sétze der klassischen

Variationsrechnung.%

Satz 3. (Satz von DuBois-Reymond)
Sei f : [a,b] — R"™ stiickweise stetig und es gelte

b
/ ft)g(t)dt =0V g:[a,b] = R", g € C{la,b] mit g(a) = g(b) = 0.

Dann ist f = const auf [a,b]. Desweiteren sind die Unstetigkeitsstellen von f hebbar.

Beweis. Gelte 0.B.d.A n = 1 und wir definieren F(t) := f(j f(r)dr fir f stiickweise

stetig auf dem Intervall [a, b].
= F e C{la,b], F(a) =0, F(t) = f(t) bis auf die Sprungstellen von f.

Desweiteren definieren wir P(t) := F(b) + %F(b)7 sodass P(a) = 0 und P(b) = F(b)
gilt und setze nun g(t) := F(t) — P(t).

=geCila,b], gla)=g(b)=0, g=f—Pund P = = const.

Nun gilt:

b b _
/ F()g(t) dt = / FOF() — P(6)dt
b b
- / (f(t) — P()?dt + / PUO(/(1) — P(t)) dt

b b
12/ (g)th+Pg|’;—/ Pgdt

bvgl. Kielhsfer (2010), S.20fF.
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2. Grundlagen der Variationsrechnung

Hieraus folgt die zentrale Eulersche Differentialgleichung, durch welche in der klassischen
Variationsrechnung fiir gewisse Variationsprobleme die exakte Losung Z(t) berechnet

werden kann.

Satz 4. (Eulersche Differentialgleichungen)
Sei Z(t) : [a,b] — R™ ein schwaches lokales Minimum fir das Problem (MP), sodass
Z(t) emistiert und stetig ist (abgesehen von Ecken ti,...,tn, € |a,b]). Dann gilt

(1) FeeR™: fi(t,z(t),x —C—{—/fxTiL' (1))dr Vt € [a,b] (2.16)
() o0 ol 2(0), (1)) = o1, 2(0),50) ¥ £ € Lo, B\, ) (2.17)
Beweis

(’L) Satz 1 8]( )

Pl/ab[fx(tw /f (7)) dr]i(t) dt

=c (Satz von DuBois-Reymond)

= fa(t,z(t), _C+/fx7'.73 (1))dr

(7i) folgt aus (i) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

O]

Allerdings ist Euler nur eine notwendige, keinesfalls eine hinreichende Bedingung fiir die

Existenz einer Losung.

Definition 4. (Extremale)
Fine Funktion x € ® heifit Extremale von I(x(t)), falls gilt:

(1) =z € Cila,b]
(1) x lost auf [a,b] die Eulersche Differentialgleichung.

Desweiteren heifit eine Extremale x € © requldr, falls gilt

det(fia(t, x(t), (1)) # 0.

13



2. Grundlagen der Variationsrechnung

Nun erarbeiten wir gewisse Sonderfélle des Variationsproblems (M P), welche unter be-
stimmten einfacheren Bedingungen gelten und uns die Berechnung einer exakten Losung

Z(t) erleichtern werden.

f hangt nicht explizit von ¢t ab , d.h. f(¢,z(t),2(t)) = f(z(t),2(t)):

Es gilt demnach: f; = 0. Zusammen mit der Differentialgleichung von Euler folgt

nun:
.0 .0 .
0
:igfg‘c*iforff:t*ifx‘wL ft
=0
o .
= &(l’fm—f)

Einmalige Integration beziiglich ¢ fithrt nun zu:

(fz — f) = const.

Fin solches Variationsproblem wird meist auch als autonomes Variationsproblem

bezeichnet.

f héngt nicht explizit von z(t) ab , d.h. f(t,z(t),&(t)) = f(t,2(t)):
Demnach gilt: f, = 0. Aus der Eulerschen Differentialgleichung folgt nun

0
&fz'—o

= fz = const.

f hangt nicht explizit von i(t) ab , d.h. f(t,z(t),&(t)) = f(t,z(t)):
Es gilt f; = 0 und die Eulersche Differentialgleichung fithrt zu

fxzo

Dies ist bereits eine implizite Darstellung der Losung Z(t).
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2. Grundlagen der Variationsrechnung

2.2.2. Die natiirlichen Randbedingungen

Wir betrachten weiterhin das Variationsproblem (M P):
b
Ia(t) = [ f(t.a), i) dt > min, (MP)
a x(t)e

wobei nun aber die Randbedingungen nicht wie bisher fiir beide Rénder explizit gegeben
sind. Gelte nun z(a) = z; und z(b) beliebig. Die Funktion z : [a,b] — R™ ist am linken
Rand eindeutig festgelegt, jedoch am rechten Rand frei wihlbar. Ein Losung Z(t) des
Problems diesen Typs muss neben der Eulerschen Differentialgleichung zusétzlich noch

die folgende natiirliche Randbedingung am rechten Rand erfiillen:
fa(t,Z(t), 2(t))|t=a = 0 (2.18)

Sei z(a) beliebig und z(b) = x2 gegeben, so gilt die natiirliche Randbedingung am linken
Rand analog, d.h.

fi(t, 2(t), 2(t))|t= = 0 (2.19)

Sind beide Randbedingungen x; und x5 beliebig wihlbar, so gelten die natiirlichen Rand-
bedingungen sowohl am linken als auch am rechten Rand und somit die Gleichungen
(2.14) und (2.15) gleichzeitig.

Beweis. Gelte 0.B.d.A. xz(a) = z1 und z(b) beliebig.

Hier ist jede Funktion n € Cf[a, b] mit n(a) = x; eine zuléssige Testfunktion.

b b b
_ ) _ 0
aI(-’Jc',77)=/ (fzn+f¢77)dtP:I/ fmndt+fw!§;’é—/ Efi:ndt
b o

I
o
=

I
—~

o~
:_/

I

E(4))n(t)li=e +/ (fu(t, 2(t), 2(1)) — 5 fa(t, 2(1), 2(2))) n(t) dt
£(b)) n(b) = fi(a, Z(a), z(a)) 1(a)

Il
&
=
I
—
=
“H\

Mit n(a) # 0 und n(b) = 0 erhélt man die natiirlichen Randbedingungen bei ¢ = a.
Analog fiihrt n(a) = 0 und 7(b) # 0 zu Gleichung (2.15). O

15



2. Grundlagen der Variationsrechnung

2.2.3. Transversalitdtsbedingungen

Gegeben sei das Variationsproblem (M P), wobei diesmal die Randpunkte a und b nur

auf einer bestimmten Flidche liegen miissen. Das Problem wird wie folgt formuliert:

b

I(2(t)) = / Ft2(8),#(0) dt = min (MP)
a z(t)ed

wobei 0.B.d.A. z(a) = x1 und fiir den rechten Rand gelte die transversale Randbedingung

x(b) = 1(b) fiir eine gegebene Funktion ¢, € C1(R™), wobei der rechte Randpunkt

dadurch variabel ist. Eine Losung Z(t) : [a, 5] — R™ muss demnach neben der Eulerschen

Differentialgleichung auch die folgende Transversalititsbedingung erfiillen:”

P2 (), 2(1) + fi(t, 2(1), 2(0) (¢o(t) — £(1))lt=a = 0 (2.20)

Ist hingegen der rechte Rand vollkommen gegeben mit x(b) = x2, jedoch der linke Rand
durch eine transversale Randbedingung mittels z(a) = 1q(a) fiir b, € C1(R") gegeben,
so muss auch hier die analoge Transversalitdtsbedingung mit v an der Stelle ¢t = 3 fiir
die Losung Z(t) auf dem Intervall [a, b] gelten. Im Falle von Transversalitit an beiden
Réndern miissen folglich Transversalitéitsbedingungen fiir beide Rénder gelten und eine

Losung existiere dann auf dem anfangs unbekannten Intervall [« f].

Variation Val?)
.fC(f) Z(t) + en(t) \ / Transversalitdtsbedingung

A am rechten Rand

1

1

1
v
~

Abbildung 2.2.: Skizze der Transversalititsbedingung x(b) = 1,(b) am rechten Rand®

"Beweis siche Meyberg und Vachenauer (2006), S.420f.
8vgl. Intriligator (1971), S.316.
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3. Existenztheorie

In diesem Kapitel diskutieren wir die Existenz von Lésungen von Variationsproblemen.
Denn nur in diesem Falle kénnen wir die fehlerfreie Anwendung direkter Methoden zur
Berechnung einer Néherungslosung garantieren. Wir werden in diesem Kapitel den Exis-
tenzsatz fiir konvexe Funktionale herleiten, welcher unter gewissen Voraussetzungen die
Existenz einer Losung garantiert und behandeln anschlieffend auch die Eindeutigkeit von
Losungen. Hierzu werden zunéchst die Einfiihrung verschiedener funktionalanalytischer

Hilfsmittel sowie deren Eigenschaften bendtigt.

Dass nicht jedes Variationsproblem eine Losung besitzt, wird im folgenden Beispiel deut-
lich:
3.1. Variationsproblem ohne Minimum

Gegeben sei das folgende Variationsproblem

1
I(2(t)) = /O Jr(t)? + (@) dt (3.1)

mit den Randbedingungen z(0) = 0 und z(1) = 1 und dem zuléssigen Bereich
®:={zeC0,1] : z(0)=0, (1) =1}.
Wir zeigen zunéchst, dass I(z) > 1V z(t) € © gilt:

1 1 1
= T T 2 T xdt = x —x =1.
I = [ Vawr+ @ [ [ aa= o) -0 -1

Aufgrund der Stetigkeit von z(t) auf dem Intervall [0, 1] sowie der rechten Randbedin-
gung z(1) = 1 gilt strikt ,>* und nicht ,,>* fiir die obere Gleichungskette.

17



3. Existenztheorie

Hieraus folgt nun

inf I(z(t)) >1

inf I(z(t)) 2
Desweiteren betrachten wir die Folge {x, }xen in C1[0,1] definiert durch x(¢) := t* da-
mit z3(t) € ® V k € N und mit #4(¢) = kt*~!. Nun kénnen wir zeigen, dass der Wert
des Funktionals dieser Funktionenfolge gegen 1 geht (k — o0).

1 1
I(z1) = / Vi2k 4 E212k-2 qt = / VA2 + k2 dt
0 0

1 1 1
S/ t’“(t+k)dt:/ tkdt+k:/ th=1de
0 0 0

=1 =1
e
k+1 =0 k1o

1
14—
T rrl

Es gilt nun klirn I(x) =1 als auch in(fb I(x) = 1. Da allerdings I(z) > 1V x € ® gilt,
—00 T
folgt, dass das Funktional I(x) sein Minimum auf ¢ nie annehmen wird.

3.2. Funktionalanalytische Hilfsmittel

Bevor die direkte Methode der Variationsrechnung beschrieben werden kann, werden wir
zundchst einige funktionalanalytische Hilfsmittel definieren und beschreiben, welche die

Formulierung erst ermoglichen sowie erleichtern werden.

3.2.1. Sobolevraume

In diesem Abschnitt werden Sobolevridume eingefiihrt, welche oft eine geeignete Um-
gebung bilden um funktionalanalytische Theorien beziiglich partieller Differentialglei-
chungen anzuwenden. Nach der Definition und der Idee der Sobolevriume werden an-
schlieflend einige wichtige und hilfreiche Folgerungen und Sétze gezeigt, die im weiteren

Verlauf - im Speziellen bei den Beweisen der Existenztheorie - ben6tigt werden.
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3. Existenztheorie

Definition 5. (Hélderrdiume)
Der Hélderraum C*Y(U) beinhaltet alle Funktionen v € C*(U) fir die die folgende
Hélder-Norm endlich ist:

lullonay = Y IV*ullow) + D [Viulooaw)

lal <k lal=k

wobei jeweils gilt

V@l oy = sup [V*u(z)|
zeU

[Vau]co,»y(U) = sup ‘V u(x) -V u(y>’

e |l —y|7
Ty

Der Hélderraum C*7(U) ist demnach die Menge aller Funktionen u auf U, welche k-mal
stetig differenzierbar sind und deren k-te partielle Ableitungen ebenfalls beschréinkt und
holderstetig mit Exponent v € (0,1] sind. Der Raum C*7(U) besitzt eine praktische
mathematische Struktur mit hilfreichen Eigenschaften wie z.B. dass C*7(U) ein Ba-
nachraum V k V v ist.

Da in Holderrdumen oft keine geeigneten analytischen Schétzungen gemacht werden
konnen, eignen sich diese Rdume meist nicht um die Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen anzuwenden. Wir wiirden andererseits eher Rdume bendtigen, welche
weniger glatte Funktionen enthalten. Sobolevrdume eignen sich hierfiir sehr gut, da sie
eine perfekte Balance bilden. Sie besitzen einige, aber nicht zu viele explizite Glatt-
heitseigenschaften. Da Sobolevrdume iiber schwache Ableitungen definiert werden, muss

zundchst der Begriff der schwachen Ableitung eingefiihrt werden.

Motivation fiir die Definition der schwachen Ableitungen:

Angenommen es sei u € C1(2) wobei 2 C R". Fiir eine Funktion ¢ € C°(Q) ergibt die

partielle Integration

/Q s A = — /Q ayip da + [u() - ()] g

=0, da peCg°
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3. Existenztheorie

wobei C2°(2) := {p € C>*(Q) : ¢ hat einen kompakten Tréger} gilt.
Im allgemeineren Fall mit k£ € N, v € C*(Q) und « ein Multiindex, gilt demnach:

/uV“g@dxz(—l)'a/Vo‘wpdx.
Q Q

Falls nun aber die Funktion u nicht k-mal im klassischen Sinne differenzierbar ist, d.h.
u ¢ C*(Q), dann hat der Ausdruck V®u laut Definition keine Bedeutung. Um diese

Problematik zu losen, wird der Begriff der schwachen Ableitungen eingefiihrt.

Definition 6. (Schwache Ableitungen)
Gelte Q CR", u € L*(Q) und sei a = (a1, ...,an) € N ein Multiindexr,

dann heifit v eine a-te schwache Ableitung von u, falls gilt

/ u(z)V%(2) de = (1)l / v(x)e(x)de V' Testfunktionen p(x) € C°(Q).
Q Q

Notation: V*u = v.
Bemerkung 1. Eine schwache Ableitung ist, sofern sie existiert, fast iiberall eindeutig.’

Beispiel 1. Die Betragsfunktion f(x) = |z| ist auf ganz R nicht klassisch differenzierbar,

besitzt aber eine schwache Ableitung der Form

—1:2<0
f'(x)=X ¢ :2=0  fir beliebiges c € R
+1:2>0

da {0} eine Nullmenge ist und daher unbedeutend fiir eine Integration iber R.

Definition 7. (LP(2))
Der Raum LP(QY) sei definiert durch

P(Q) = {m(t) :/Q|x(t)|pdt < oo}. (3.2)

Folgt, da C5°(Q) dicht in LP(Q) liegt fiir 1 < p < oo; siehe Werner (2005), S.203f.
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3. Existenztheorie

Die LP-Norm einer Funktion x € LP(Q) ist gegeben durch

1/p
lall o) = ( / |w<t>\pdt) .

Definition 8. (Sobolevriume)
Der Sobolevraum WHP(Q) wird definiert als die Menge aller Funktionen u € LP(Q)
sodass fiir jeden Multiindex || < k alle schwachen Ableitungen V®u wieder in LP ()

liegen:
WHEP(Q) == {u € LP(Q)|V*u € LP(Q) V |a| < k} (3.3)

k € R wird die Ordnung des Sobolevraums W¥*P(Q) genannt.

Definition 9. (Sobolev-Norm)
Fiir Funktionen u € W*P(Q) mit k € R und 1 < p < co definiert man die Sobolev-Norm
(oder W*P_-Norm) durch

1/p
(Z\alsk ||80‘u||7zp(9)) . Jalls p < oo,

max|q|<k [[0%ul|p@) »  falls p=oo.

[ullwrr ) = (3.4)

Desweiteren wird WéC P(Q) als der Abschluss von C§°(Q) in WHP(Q) fiir 1 < p < oo
definiert.

WhP(Q) = {u e WHP(Q) : Juy € C5°() mit uyp — u in W’W(Q)} .

Eigenschaften von Sobolevraumen:

e Fiir p = 2 gilt: H*(Q) = W*2(Q) fiir k € Ng wobei H*(Q) ein Hilbertraum
mit Ordnung k ist. Dasselbe gilt fiir den Abschluss: VV(/;€ 2(Q) = HE(Q). Zudem
ist jeder Hilbertraum ein gleichméflig konvexer Banachraum und damit refle-
xiv. Zudem gilt H(Q) = L?(Q). Der Hilbertraum H¥(Q) hat das folgende
Skalarprodukt

(U, ) e () = Z 0%u(z) - 0%(x) dx.
la|<k @
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3. Existenztheorie

e Fiir k € Nund 1 < p < oo ist der Sobolevraum W¥P?(Q) mit der oben

definierten Sobolev-Norm ein Banachraum.
e Fiir 1 <p < oo gilt WOP(Q) = LP(Q).

e Gelte u,v € WFP(Q), |a| < k, dann gelten auch:

1. Ist Q* C Q eine offene Teilmenge von €2, dann gilt auch u € W*P(Q*).

2. Ist n € C°(Q), dann gilt auch nu € WHP(Q).

Zur Abschitzung der LP-Norm von Funktionen im Abschluss WO1 P des Sobolevraums

WP wird nun die Poincaré-Ungleichung eingefiihrt, welche wir spiter im Beweis des

Existenzsatzes bendtigen.

Satz 5. (Poincaré-Ungleichung in Wol’p)
Vpell,ool 3¢ >0, so dass

lu = (WallLr) < cull VullLpo) ¥V u e WHP(Q)

wobei (u)g = ﬁ Jou(y)dy dem Durchschnitt von u auf Q entspricht.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.?

Ann.: Gleichung (3.5) ist falsch. Dann wiirde gelten:
VEkeNIu, € WHQ): g — (ur)all o) > kI Vurl oo

Die Folge {uy} wird normalisiert und {v} definiert durch

_up— (up)o
|ur, — (ur)ollLr @)

(k eN)

Uk
Dadurch gilt dann:

(k) =0, |lvkllLr) =1

Annahme 1
= Vil Le) < P (k € N)

Insbesondere sind die Funktionen {vy}?2, beschrinkt in W1P(Q).

= J Teilfolge {vg,}721 C {vk}j2y und v € LP(Q) : vy, — v in LP(Q)

2ygl. Evans (2010)
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3. Existenztheorie

Def. v
" 0ae=0, |vlmo =1

Desweiteren impliziert die Annahme, dass fiir alle ¢ = 1,...,n und ¢ € C2°(Q2) gilt

/ Vg, dr = lim Vk; ¢z, dr = — lim Vg ;0 dz =0
Q

kj—o0 JO kj—oo JO

wobei C$°(€2) die Menge aller glatten Funktionen mit kompaktem Tréger auf € ist.
Funktionen ¢ € C2°(2) mit ¢ : Q@ — R werden oft auch Testfunktionen genannt.
Daraus folgt v € W1P(Q) mit Vv = 0 fast iiberall.

= v ist konstant auf )
Da (v)g=0= v=0

= Widerspruch zu [|v||zrq) = 1

= Annahme ist falsch. O

Desweiteren wird noch die stetige Einbettung und damit die folgenden Sobolev’schen
Einbettungssitze als wichtiges Hilfsmittel fiir den Beweis des Existenzsatzes in den

spéteren Abschnitten benotigt.

Definition 10. (Stetige Einbettung)
Seien zwei normierte Riume X, Y mit X CY gegeben. Dann heifst X stetig eingebettet
m'Y, falls gilt

Je>0mit ||z||x <c-|z]ly Ve e X

Notation: X — Y.

Bemerkung 2. Es gilt fiir LP-Rdume die folgende Kette an stetigen Einbettungen
L®(Q) — ... L*(Q) — LY(Q).

Allgemein gilt LP(Q2) — L9(QQ) fir 1 < q¢<p < co.
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3. Existenztheorie

Satz 6. (Sobolev’sche Einbettungssdtze)’
Sei Q C RN ein Lipschitz-Gebiett und beschrinkt und gelte 1 < p < oo und m € Ny.
Dann gelten die folgenden stetigen Einbettungen:

1. Fir mp < N gilt:

WmP(Q) < LU(Q) fir 1 < q < 5.

2. Firmp= N gilt:
WmP(Q) — L1Q) fir 1l <gq < co.

3. Firmp > N gilt:

WmP(Q) < C(Q)

Beweis. siehe Adams und Fournier (2003), Satz 5.4.

3.2.2. Schwache Topologie in Banachraumen

Wie bereits erwahnt, benotigt man fiir die direkten Methoden der Variationsrechnung
entsprechende Kompaktheitskriterien. Leider existiert in co-dimensionalen Funktionen-
raumen kein derart einfaches Kompaktheitskriterium wie im eindimensionalen. Hier
konnte man einfach Bolzano-Weierstrafl verwenden. Eine grofie Rolle spielt hier die Kom-
paktheit bzgl. der schwachen Topologie in Banachrdumen. Wir méchten in diesem Ab-
schnitt sowohl die Theorie der schwachen Topologie behandeln als auch auf deren wich-
tigste Charakteristika in unserem Zusammenhang eingehen. Spéter kénnen wir durch die
Existenz von schwach-konvergenten Teilfolgen zusammen mit den Sobolev’schen Einbet-
tungssitzen in reflexiven Rdumen zeigen, dass die Existenz von Losungen von Variati-

onsproblemen fiir konvexe Funktionale garantiert werden kann.

Sei X ein normierter Raum und X’ der Dualraum von X, d.h. X’ ist der Raum aller

stetigen linearen Abbildungen f: X — K

X' :={f: X — K| f stetig und linear} (3.6)

3wird teilweise auch als Lemma von Sobolev bezeichnet.

1Die Menge Q C R heifit Lipschitz-Gebiet, falls Q offen ist und der Rand 9 lokal in einer geeigneten
Richtung der Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ist; fiir weitere Ausfithrungen siehe Werner
(2005).
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3. Existenztheorie

Definition 11. (Schwache Topologie):
Sei X ein normierter Raum und X' sein Dualraum, so wird die Initialtopologie von X

bzgl. X' als schwache Topologie bezeichnet.

Bemerkung 3. Die schwache Topologie in Banachrdumen ist demnach die Topologie,

bzgl. derer alle linearen Funktionale stetig sind.

Definition 12. (Schwache Konvergenz)
Set X ein normierter Raum. Eine Folge {xy}22, C X konvergiert schwach gegen v € X

(d.h. in der schwachen Topologie von X ), genau dann, wenn fiir alle f € X' gilt

lim f(z,) = ()

n—oo
Notation: x,, — x.

Satz 7. (Satz von Banach-Steinhaus)®
Seien X,Y normierte Raume, X wvollstindig und damit ein Banachraum und {uy} eine

Folge in L(X,Y). Falls nun sup ||lugz| < coVa € X gilt, so gilt sogar
k
Sup [Jugl| < oo. (3.7)

Beweis. siehe Werner (2005), § IV.2.

Aufgrund des Satzes von Banach-Steinhaus ergeben sich die folgenden hilfreichen Eigen-

schaften:

Satz 8. (Abschitzung der Norm des schwachen Grenzwertes)

Sei H ein Hilbertraum und x, — x. Dann gilt

. < Tim

(@) [l < liminf [z, ]

(i) Aus limsup ||z, | < ||z| folgt x, — .
n—oo

Beweisidee. folgt iiber den Satz von Banach-Steinhaus.

SWird in der Literatur auch als ,,Prinzip der gleichméBigen Beschrinktheit“ bezeichnet, siche Werner
(2005), S.141.
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3. Existenztheorie

Weiterhin gelten die folgenden Eigenschaften:
o up —u=u, —uV{u} CX.

e Falls gilt dim X < oo, dann gilt auch

Uy — U S up — U (3.8)

Nun kann man zeigen, dass in reflexiven Banachrdumen jede beschrankte Folge eine
schwach konvergente Teilfolge besitzt. Dies ergibt sich grofiteils aus dem sog. Cantor-
schen Diagonalverfahren, welches z.B. auch im Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli ver-

wendet wird.

Satz 9. (Schwache Folgenkompaktheit)
Sei (X,||-|) ein Banachraum. Dann gilt die folgende Aquivalenz:

X ist reflexiv <= Jede beschrinkte Folge besitzt eine schwach konvergente Teilfolge

Beweis. Beweis skizziert nach Werner (2005), S.107f.

Zunichst nehmen wir an, X sei separabel,® und damit auch sein Dualraum X’. Sei
X' = {a),xh, 2%, ...}. Weiterhin sei mit {z,} eine beschrénkte Folge in X gegeben. Mit
Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens’ ist man nun in der Lage, eine Teilfolge {y,} zu

finden, so dass (2}(yn)), .y konvergiert V i. AnschlieBend wird gezeigt, dass (z'(yy))

neN neN
konvergiert V 2’ € X’. Mit Hilfe der Abschiitzung der Norm des schwachen Grenzwertes
(siehe Satz 8) kann man nun die schwache Konvergenz der Folge {y,} zeigen. Bisher
wurde die Behauptung nur fiir einen separablen Raum X gezeigt.

Sei X nun ein beliebiger, reflexiver Raum und {x,,} eine beschrénkte Folge in X. Y wird
definiert als Y := lin{x1, 22, 3,...} und kénnen somit zeigen, dass Y separabel und

reflexiv ist. Hieraus folgt aus dem bisher bewiesenen ersten Teil die Behauptung. O

SEin Raum X heifit separabel, falls eine abzihlbare, dichte Teilmenge von X existiert. Die Riume
LP () und H*P(Q) sind separabel fiir 1 < p < oo und k > 0.
"siehe z.B. auch im Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli.
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3. Existenztheorie

Der vorangegangene Satz der schwachen Kompaktheit ist ein Spezialfall des Satzes von

Banach-Alaoglu. Hier die allgemeine Fassung.

Satz 10. (Satz von Banach-Alaoglu)®
Die abgeschlossene Einheitskugel Bx: :={f € X' : || f||x’ < 1} eines Banachraumes X
ist bzgl. der schwach-*-Topologie o(X', X) stets kompakt.

Fiir einen Beweis siehe Werner (2005).

Bemerkung zum Satz von Banach-Alaoglu:

e Mit der schwach-*-Topologie wird die grobste Topologie bezeichnet, bzgl. de-
rer alle Abbildungen (¢s)zcx stetig sind. Sie wird oft auch Topologie der
punktweisen Konvergenz auf X genannt und wird meist mit o(X’, X) be-

zeichnet.?

e Aus dem Satz von Riesz folgt, dass die abgeschlossene Einheitskugel By in
einem normierten Raum X genau dann bzgl. der Norm-Topologie kompakt ist,
wenn dimX < oo gilt. Gilt jedoch dimX = oo so gilt auch dimX’ = oo und
damit wire By in keinem Fall kompakt in der starken Topologie. Der Satz
von Banach-Alaoglu liefert uns allerdings Kompaktheit der abgeschlossenen
Einheitskugel By in der schwach-*-Topologie von Banachriumen und ist

somit ein zentraler Satz der Funktionalanalysis.

e X ist reflexiv <= Bx :={z € X : ||z| <1} kompakt bzgl. o(X, X’).

Desweiteren benotigen wir noch das folgende Lemma iiber die schwache Abgeschlossen-

heit von Banachrdumen als Werkzeug fiir den Beweis des Existenzsatzes.

Satz 11. (Abschluff konvexer Mengen)
Sei X ein Banachraum und A C X konvex. Dann gilt:

A st abgeschlossen <= A ist schwach abgeschlossen. (3.9)

Beweis. siche Ruzicka (2007), S.81.

8siche Werner (2005), S.409. Wird teilweise in der Literatur auch als Satz von Alaoglu-Bourbaki be-
zeichnet.
9siehe Werner (2005), §VIIL3.
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3. Existenztheorie

3.2.3. Koerzivitat

Um zu beweisen, dass ein Funktional I(z(¢)) ein Minimum auf ¢ annimmt, muss zunéchst
bekannt sein, dass I(x) nach unten beschrénkt ist. Allerdings ist dies nicht genug um die
Existenz eines Minimierers zu beweisen. Z.B. ist die Funktion f(x) = e* zwar nach unten
beschriankt durch f(xz) > 0V z € R und es gilt ;Iellﬁ f(x) =0, allerdings wird das Infimum
der Funktion auf ganz R nicht angenommen. Eine Moglichkeit zu garantieren, dass eine
stetige Funktion f : R — R ihr Minimum erreicht, wiire zu zeigen, dass f(z) — +oo fiir
|z| — +oo gilt. Ubertrigt man diese Idee auf das Funktional I(z), so nimmt man an,
dass I(z(t)) — oo fiir |z(t)| — +o0o gilt. Insbesondere nehmen wir an, dass die folgende
Koerzivitatsbedingung gilt:

Definition 13. (Koerzivitit)
Der Integrand f eines Funktionals erfillt die Koerzivitdtsbedingung mit Ordnung q €
(1,00), falls gilt

Ja>0,8>0mit f(x,z,p) > alp|!— 8 V(z,z,p) € 2 xR xR" (3.10)

Bemerkung 4. FEine alternative, jedoch schwichere Definition von Koerzivitdt wdre die
folgende: Die Funktion f heifit koerziv, falls fir alle Folgen {xy}nen € R™ X R x  mit

lim ||z,| = oo gelte
n—oo

nhﬁn;() f(z,) = oc.

Falls der Integrand f(¢,z(t),z(t)) die Koerzivitdtsbedingung (3.10) erfiillt, so gilt fiir
das Funktional I(z(t)):

I(a(t)) = /Q F(ta(t), @ (6)) dt > /Q alé(t)dt - B
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3. Existenztheorie

Abschlieflend wird noch die Definition der Unterhalbstetigkeit eingefiihrt, welche fiir das
Funktional zusétzlich gefordert werden muss, um die Existenz einer Losung zu garantie-

ren.

Definition 14. (Unterhalbstetigkeit)
Sei X ein Banachraum, F : X — R und {uy} C X. Dann heifit die Funktion F

e unterhalbstetig, wenn

up = uw in X = F(u) < lim inf F(ug).
k—o0

e schwach folgenstetig, wenn

up —~uin X = F(u) = klim F(ug).
— 00

e schwach folgenunterhalbstetig, wenn
up —uw in X = F(u) < lim inf F(ug).
k—o00

Satz 12. (Aquivalenz bei konvexen Funktionalen)
Sei X* C X eine konvexe Teilmenge eines Banachraums X und F : X* — (—o0, 0]

konvex. Dann gilt

F ist unterhalbstetig <= F ist schwach unterhalbstetig. (3.11)

Beweis. =>: siehe Ruzicka (2007), S.68.
<: trivial, da gilt ux — v = up — u. ]
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3. Existenztheorie

3.3. Existenzsatze

Nachdem nun alle notwendigen und grundlegenden Hilfsmittel aus der Funktionalanaly-

sis ausfithrlich mit ihren wichtigen Eigenschaften beschrieben wurden, kénnen wir nun

mit der Formulierung und dem Beweis des Existenzsatzes beginnen. Zunéchst mdchten

wir aber eine Skizze der direkten Methode der Variationsrechnung darlegen, um einen

Uberblick zu geben, wie man die Losung eines Variationsproblems in einer abstrakten

Situation erhalt.

Skizze der direkten Methode der Variationsrechnung

1.

Zunichst wihlt man eine geeignete Klasse von Funktionen ® # () auf der
das Variationsintegral I(u(x)) wohldefiniert ist und innerhalb welcher man

I(u(z)) minimieren und damit l6sen méchte.

. Anschliessend zeigt man, dass I(u(z)) nach unten beschrénkt ist, d.h. dass

gilt

dmeR : iné](:ﬂ) =m. (3.12)
ue

. Dann w&hlt man eine Minimalfolge fiir das Funktional I nach Definition (x.x),

d.h. eine Folge {ur} C @ fiir die gilt

I(ug) - m (k— o0). (3.13)

Nun folgt mit Satz 9, dass eine schwach konvergente Teilfolge {uy,} C {ux}

existiert, wobei ug; — w in wha,

. Fordert man zusétzlich die Unterhalbstetigkeit des Variationsintegrals I gemé&f

Definition 12, so kann man die Existenz einer Losung iiber die folgende Glei-

chungskette zeigen:

—oo < inf I(u(r)) < I(u(z)) < liminf I(ug,) = &Ielg) I(u(z)). (3.14)

ued Jj—o0
Aus der Ungleichungskette folgte nun Gleichheit und es gilt
I(u(z)) = inf I(u(x)). (3.15)

ued
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3. Existenztheorie

Hiermit ist das Variationsproblem geltst und die Existenz einer Losung bewiesen.

Die Forderung der schwachen Kompaktheit und die Wahl einer schwach-konvergenten
Teilfolge ist oft leichter in einer schwécheren Topologie. Umgekehrt ist schwache Unter-
halbstetigkeit des Funktionals in einer stérkeren Topologie leichter zu fordern. Durch
diese gegenldufigen Ergebnisse ist die Wahl des Grundraums oft schwierig, wir finden

allerdings die perfekte Balance in der schwachen Topologie der Sobolevriume W4().

Definition 15. (Minimalfolgen)

Sei das Infinmum des Funktionals gegeben durch m := ingf(x(t)) € R, so heifit eine
xe

Folge {xn}neny mit x, € ® VYV n € N Minimalfolge, falls gilt

lim I(z,) = m. (3.16)

n—o0

Bevor nun der zentralen Existenzsatz fiir konvexe Variationsprobleme bewiesen werden
kann, wird noch die Formulierung des Satzes von Tonelli benétigt, welcher die schwache

Unterhalbstetigkeit des Variationsintegrals unter bestimmten Bedingungen garantiert.

Lemma 1. (Satz von Egoroff)!’

Seien {uy}72, und u messbare Funktionen und ) eine messbare Menge mit @ C R™ und
|Q| < 0o. Desweiteren gelte up, — u fast iberall auf Q. Dann gilt

Ve > 0d meflbare Menge R, C  mit

1. =R <e

2. up — u gleichmdffig auf R,

Satz 13. (Satz von Tonelli)

Ist f € C®(RY), nach unten beschrinkt und f(t,z,-) : R® = R konvex ¥V x € Q, z € R,
so gilt:

I(x) ist schwach unterhalbstetig auf WH4(2), 1 < g < oo.

10yvgl. Evans (2010), S.731.
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3. Existenztheorie

Beweis. Sei up — u in W4(2) und definiere [ := lilclgg}fl(uk) > —00.

Gelte 0.B.d.A. [ < oo, sonst wire der Beweis trivial.

Wegen kompakter Einbettung gilt durch Satz 6: uy, — w in LI(Q).

= fiir weitere Teilfolgen {uy;} C {ux} gilt ugp; — u fast iiberall in Q.!!

Da uy,; — u fast {iberall in ) folgt mit dem Satz von Egoroff (siche Lemma 1):
= V € > 0 3 meBbare Menge R, C 2 mit |2 — R.| < € und

ug; — u gleichméfig auf R..
Wir definieren S¢ := {z € Q : Ju(z)| + |Vu(z)| < 1}.

= [Q— 5] —0(e—0).
Desweiteren definieren wir 7, := R. N Se = |[Q =T — 0 (¢ — 0).

Da f nach unten beschrénkt ist, sei 0.B.d.A. f > 0 (andernfalls betrachte f=f+8> 0).

f=0
= I(uk) = / f(t,uk(t),Vuk(t)) dt > f(t,uk,VUk) dt (317)
Q Te
<t
f konvex P
> ft,ug, Vu)dt+ [ V,f(t, ug, Vu)(Vuy — Vu) dt (3.18)
Te T~

konv.glm.auf T¢

= [ = limI(ug) > fTe f(t,u, Vu)dt + 0, da V,f(t,ug, Vu) — V,f(t,u,Vu) auf T,
gleichméBig konvergiert, also in L?(T,); und Vug — Vu in LIY(T,).
= 1> [ f(t,u,Vu)dt ¥ e> 0.

Mit monotoner Konvergenz gilt dann:

ZZ/Qf(as,u,Vu)dt:I(u(t)).

Mit der Definition von [ = likm inf I'(ug) folgt nun die schwache Unterhalbstetigkeit von
— 00

I(u) und damit die Behauptung. O

Hfolgt aus Korollar nach Satz von Riesz-Fisher, siehe Reed und Simon (1980), S.19.
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3. Existenztheorie

Bemerkung 5. (zu Satz von Tonelli)!?
1. Gilt analog fiir n > 1.
2. Die Umkehrung gilt ebenfalls fiir n = 1:

Gilt I(x) schwach unterhalbstetig auf W4(Q2) fiir ¢ € (1,00). Dann gilt
f(t,z,-) : R — R ist konvexrVz € QV z € R.

Nun folgt der zentrale Existenzsatz fiir konvexe Variationsprobleme, der unter den gege-
benen Bedingungen die Existenz einer Losung fiir ein gegebenes Variationsproblem vom
Typ (M P) garantiert.

Satz 14. (Existenzsatz fiir konvexe Funktionale)
Fir das Minimierungsproblems (M P) eines Funktionals f;f(t, x(t),2(t)) dt — min gilt:
Ist f: ® — (—o0, 0] konvex, unterhalbstetig und koerziv und ® # {}, dann gilt:

Jz(t)e®: I(z(t) = II(?)iél(p I(x(t))

Gilt f : ® — (—o0, 00| strikt konvezx, so ist die Lisung T(t) sogar eindeutig.

Beweis. Der Beweis des Existenzsatzes wird zunéchst in drei Teile untergliedert. Zu-
erst withlen wir eine Minimalfolge {uy}, anschliefend zeigen wir dass diese in W4(Q)
beschrénkt ist. Im dritten Teil beweisen wir die Existenz einer Teilfolge {ug,} C {ux},

welche gegen die Losung des Variationsproblems konvergiert.

i) Wir definieren m := infb I(w) < oo (da sonst Beweis trivial).
we

Sei {uy} eine Minimalfolge mit I(uy) — m.

ii) Gelte 0.B.d.A. f > 0, sonst betrachten wir auch hier den modifizierten Integrand

f=f+B>0.

= I(w) > oz||Vw||%q(Q) < 0

Daher gilt auch fiir die Minimalfolge {uy}:

Sup Vg Laq) < oo.

12Beweis siehe Evans (2010), §8.2.4.
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3. Existenztheorie

Sei w € ® beliebig = uy, —w € Wy 4().
Mit der Poincaré-Ungleichung (Satz 5) folgt nun:

Jurllze < flux — wllze + llwllze
< c||Vur — Vw| s +c < ¢ Vk e N
= {uy} beschriinkt in WH9(Q)
iii) Da {ug} in W19(Q) beschriinkt ist, folgt mit Satz 9:
3 Teilfolge {ug, } von {uy} mit uy, — u in wha(Q).

Nun gilt es noch zu zeigen, dass u € ® gilt, d.h. ulgg = g.
Zunichst gilt nach dem Satz iiber den Abschluss konvexer Mengen (Satz 11), dass

W(} 9(€2) ein schwach abgeschlossener Teilraum von W14(€) ist.
= u—we W) = ulag = wlsn =g

Mit dem Satz von Tonelli (Satz 12) folgt nun, dass das Funktional I(u)) schwach
unterhalbstetig ist und somit gilt

I(u) < lim inf I(ug,;) = m.
j—o0

uep I(u) = m = min I(w).
weP
Wir erkennen nun, dass das Infimum des Funktionals I(u) auf dem zuléssigen Bereich ®
unter den gegebenen Bedingungen wirklich angenommen wird und somit das Minimum

existiert. O

Blicken wir zuriick auf unser Einfithrungsbeispiel in Abschnitt 3.1, so ldsst sich nun
erkennen, dass der Existenzsatz hierauf nicht angewandt werden kann. Der Grund liegt

in der fehlenden Konvexitétseigenschaft des Integrands f(¢, z, ).
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4. Direkte Methoden der
Variationsrechnung

In der Variationsrechnung werden in der Praxis meist numerische Methoden verwendet
um die Extremale eines Funktionals hinreichend genau zu approximieren. Man versucht
den zunéchst co-dimensionalen Funktionenraum auf einen Funktionenraum endlicher
Dimension zu beschridnken, damit das Funktional zu einer Funktion von endlich vielen
Parametern wird. Diese kann man anschliefend unter gewissen Voraussetzungen mini-

mieren. Es wird weiterhin das allgemeine Minimierungsproblem (M P) behandelt:

I(z(t)) = /bf(t,a:(t),j:(t))dt — min (MP)
a z(t)ed

wobei die Randbedingungen z(a) = x; und z(b) = z2 zunichst gegegeben sind. Anschlie-

Bend werden wir aber auch darlegen, wie man Variationsprobleme mit freien Randwer-

ten, d.h. mit natiirlichen Randbedingungen oder mit transversalen Randbedingungen

numerisch 16sen kann. Fiir ein gegebenes Funktional ist eine Funktionenfolge {y,(t)} €

® V n € N gesucht, welche gegen die exakte Losung z(t) des Variationsproblems konver-

giert. Das bedeutet

yn(t) = Z2(t) (n — o0) wobei I(Z(t)) = m(itr)liq)l(:v(t)). (4.1)
Es werden zwei verschiedene Moglichkeiten beschrieben, diese Minimalfolge {y,(¢)} zu
konstruieren. Zunéchst die Ritz’sche Methode, welche von Walter Ritz im Jahre 1909
erstmals verdffentlicht wurde.! Hier erfolgt die Konstruktion der {y,(¢)} iiber Polynome,
welche die gegebenen Randbedingungen erfiillen. Auf dieser Klasse findet anschlielend
eine endlich-dimensionale Minimierung des Funktionals statt, um die Ndherungslosung

yn(t) zu erhalten.

Isieche Ritz (1909).
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Bei dem in Abschnitt 4.2 dargestellten Endlichen Differenzenverfahren versuchen wir
die Losung Z(t) des Variationsproblems iiber einen endlich-dimensionalen Polygonzug
anzundhern. Hierbei wird bei gegebenen Randbedingungen das Intervall [a,b] in n + 1
Teilintervalle zerlegt, auf welchem ein Polygonzug mit n freien Variablen hinsichtlich des

Variationsproblems optimiert wird.

Beide Verfahren haben ihre Vor- und Nachteile, auf die wir spater u.a. durch Beispiele
genauer eingehen werden. Zunéchst wird jedes der Verfahren separat beschrieben, das
Modell erldutert, als auch auf die Implementierung in Matlab genau eingegangen. An-
schliefend wird die Anwendung der eigens implementierten Matlab-Funktionen erklért
und dargestellt. Im letzten Abschnitt von Kapitel 4 werden wir die Konvergenzgeschwin-
digkeit der durch die Verfahren erstellten Funktionenfolgen {y,(t)}nen € ® nachweisen

und sie untereinander vergleichen.
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

4.1. Die Ritz'sche Methode

4.1.1. Das mathematische Modell

Bei der Ritz’schen Methode? versuchen wir, die Losungsfunktion Z(t) eines Funktio-
nals I(z(t)) durch eine Folge von Vergleichsfunktionen {y,(¢)} zu approximieren, welche
ebenfalls die notwendigen Randbedingungen erfiillen. Demnach ldsst sich y,, () darstellen

als
Yn(t) = @o(t) + Y arepr(t) (4.2)
k=1

wobei ¢o(t) die Randbedingungen ¢g(a) = 1 und ¢o(b) = x2 des Funktionals erfiillt
und fiir ¢ (t) gilt fir £ > 1 jeweils gi(a) = 0 und g (b) = 0. Somit erfiillt auch die
Niherungsfunktion y, () des Extremals z(t) die geforderten Randbedingungen und es
gilt y,(a) = x1 und y,(b) = xa.

Auf diese Art und Weise lésst sich die Losung des Funktionals ndherungsweise darstellen

als
Z(t) = po(t) + > o - k() = ynlt, o, 02, ..., o) (4.3)
k=1

wobei y,(t) nun nur noch eine Funktion eines n-dimensionalen Funktionenraums ist.
Falls die Folge {yn}nen konvergiert, so erhalten wir die exakte Losung Z(¢) mittels
Grenziibergang fiir n — oo. Fithren wir den Grenziibergang nicht durch, so erhilt
man im Allgemeinen eine hinreichend genaue N#herungslosung fiir z(¢). Das Problem
der Minimierung wurde nun von einem oo-dimensionalen Funktionenraum in einen n-
dimensionalen Funktionenraum iibertragen, da jede Funktion y, (¢, a1, ..., ;) eine Funk-
tion der Parameter aq, ao, ..., oy, ist, welche mittels Standardtechniken der Analysis be-

stimmt werden konnen.

Das Ziel ist nun fff(t, Yn(t), Un(t)) dt mit den Parametern aq, ao, ..., o, zu minimieren.

Definiert man mit

b
St o) = / F(t yn(8), G (1)) dt (4.4)

2auch Galerkin-Verfahren genannt, siche Kielhofer (2010), S.211f.
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

eine Diskretisierung des Funktionals in Abhéngigkeit von aj, ..., a,. Das modifizierte
Funktional Sy, (aq, ..., ap,) ldsst sich nun auf diesem endlich-dimensionalen Funktionen-

raum minimieren.

Um das Minimum des Funktionals zu berechnen, bestimmen wir die Nullstellen der
Funktionen 8%1%”’ R %%n. Aus diesem Gleichungssystem mit n Gleichungen und n
Unbekannten «sq, ..., «a, lassen sich die Parameter a , kK = 1,...,n nun exakt bestim-
men. Anschlielend ist die Funktionenfolge {y,}neny wohldefiniert und somit auch die

hinreichend genaue Losung y,(t) ~ Z(t).

Bei der Implementierung des Ritz’schen Verfahrens verwenden wir das mehrdimensionale

Newton-Verfahren fiir die Bestimmung der Nullstellen der Funktionen %%n, ey %Sn.

Die mehrdimensionale Funktion g : R™ — R"” definieren wir durch

g1(c) 72 Sn(a)
g2(cx) 705 Sn(@)
g(a) = =
_0
wobei « der n-dimensionale Vektor (s, ..., an)T € R"™ ist. Ausgangspunkt des Newton-

Verfahrens in R” ist die Fixpunktgleichung
r=z—(J(2) g(x) (zeR")

wobei J(«) die Jacobi-Matrix von g(«) ist:

991 g1 991
Oaq Oas """ Oan
092 992 dg2
3 3 o Ban
Jay= | e
agn % 8gn
Orxay; Oas " Oan
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Uber die Tteration a™*! := " — (J(a")) lg(a™) mit einem geeigneten Startvektor
a® € R™ kann die Nullstelle o* = (a%, a3, ..., %) der Funktion g(a) bestimmt werden.

Wir erhalten somit die exakte Form der Nédherungslosung durch Einsetzen der soeben

bestimmten o, a3, ..., a;,.
n
un(t) = o(t) + > ahen(t). (4.5)
k=1

Eine geeigenete Moglichkeit die ¢y (t) zu wihlen wire

po(t) = wz — 21 (t—a)+x1 (4.6)
or(t) == (t—a)t—b)k k>1. (4.7)

©o(t) beschreibt eine Gerade, welche die Punkte (a,z1) und (b, z2) verbindet, und ¢ (t)
ist ein Polynom (¢ + 1)-ter Ordnung. Auf diese Art und Weise kénnen wir garantie-
ren, dass die Funktion y,(t) die notwendigen Randbedingungen erfiillt, denn es gilt nun
wo(a) = x1, wo(b) = x2 und i(a) = 0, ¢i(b) = 0 fiir £ > 1 und damit y,(a) = x; und
Yn(b) = x2 ¥n € N.

Desweiteren lassen sich in das bisherige Modell sowohl die natiirlichen Randbedingungen

als auch die Transversalitdtsbedingungen integrieren.

Ritz'sche Methode mit natiirlichen Randbedingungen

Nun sollen die natiirlichen Randbedingungen wie in Abschnitt (2.2.2) auch fiir das
Ritz’sche Verfahren angewandt werden. Seien 0.B.d.A. die Randbedingungen fiir den
rechten Rand, d.h. b und x(b) = z2 gegeben und natiirliche Randbedingungen fiir den
linken Rand, d.h. a gegeben und x(a) als freie Variable, so muss zusitzlich Gleichung
(2.18) erfiillt werden:

fﬂb(tﬂf(t)v‘%(t)”t:a =0.

Um dies praktisch im Ritz’schen Verfahren anzuwenden, fiihren wir zunéchst eine weitere

Variable z, ein. Die Konstruktion der Néherungslosung yn(t) = o(t) + > 5 cwpr(t)
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

ist nun neben ay, ..., a, zusitzlich von der Variablen z, abhéngig. Desweiteren ergibt
sich durch die natiirliche Randbedingung fiir die Ndherungslosung v, (t) ebenfalls eine

weitere Gleichung;:

f:b(ta yn(t)ayn(t))‘t:a =0. (48)

Sofern das Gleichungssystem mit nun n + 1 Variablen und n 4+ 1 Gleichungen 16sbar ist,

ergibt sich y,(t) durch Einsetzen der Parameter of, ..., o) sowie x1 = x4:
n
Yn(t) = @0(D)|zr=za + Y epr(t) (4.9)
k=1

Die mehrdimensionale Funktion g : R"*! — R+ sieht jetzt wie folgt aus:

g1(a, xq) a%lgn(a,xa)
g2(a, z4) 72 Sn(av, 74)
gla,xq) := : = : . (4.10)
gn(a, xg) %%n(a,xa)
gn+1(a, za) fila,yn(a),gn(a)) =0

Um die Nullstellen der Funktion g zu berechnen, verfahren wir wie gehabt mit dem
mehrdimensionalen Newton-Verfahren. Die Jacobi-Matrix J(«, z,) von g(«, z,) ist nun

gegeben durch

991 991 g1 991
Oaq oo o Oap, 0T
992 992 092 g2
Oa Oag o Oan, Oxq
J(O&, :Ea) - . . .
9gn 9gn Ogn. 9gn
Oz Oag ce Oan, Oxq
O9n+1  Ogn+1 Ognt1 Ognii
Ooxay o Tt Oauy, Oz,

Analog lassen sich die Nullstellen der Funktion g bestimmen und das Newton-Verfahren

liefert Néherungswerte fiir aj, a3,..., o) und fir z, und damit die Naherungslosung

Yn(t).
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Analog wird im Falle von natiirlichen Randbedingungen am rechten Ende vorgegangen.
Sofern am rechten und am linken Rand natiirliche Randbedingungen umgesetzt werden
sollen, so werden zwei zusétzliche Variablen z, und x; deklariert, aber es miissten auch
zwel zusétzliche Gleichungen erfiillt werden, sodass das Gleichungssystem in diesem Fall

n + 2 Variablen «g, ..., a, sowie x, und x; und n + 2 Gleichungen enthalten wiirde.

Ritz’sche Methode mit Transversalitatsbedingungen

Auch bei einem Variationsproblem mit transversalen Randbedingungen betrachten wir
zunéchst nur das Vorliegen der Bedingung an einem Rand. Bei entsprechenden Modifi-

kationen wird analog verfahren.

Sei nun ein Variationsproblem mit Transversalitéitsbedingung am linken Rand gegeben,
d.h. es ist lediglich die Funktion v,(a) bekannt, sodass x(a) = 1,(a) gilt. Am rechten
Rand seien feste Randbedingungen b und x(b) = x2 gegeben. Neben den bisherigen Varia-
blen aq, ..., o, ist hier die zusétzliche freie Variable a gegeben und die Ndherungslosung

yn(t) muss gemif (2.20) die folgende Gleichung erfiillen:

f(tv yn(t)7 yn(t)) + f;t(tv yn(t)7 Z/n(t))(%(t) - yn(t))|t:a = 0. (4'11)

Ahnlich wie im Falle der natiirlichen Randbedingungen sind hier n 4+ 1 Variablen sowie
n + 1 Gleichungen gegeben, welche wir mittels mehrdimensionalem Newton-Verfahren
losen kénnen. Wir erhalten nun Werte fiir of, ..., o und a*, welche eingesetzt in y,(t)

die Losung explizit in Abhéngigkeit von ¢t darstellen:

Yn(t) = @o(t)|a=a> + Z k(1) a=a*- (4.12)
k=1
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Beispiel der Ritz’schen Methode

Hier mdchten wir an einem einfachen Beispiel die Ritz’sche Methode vollstéindig durch-

laufen. Sei das folgende Variationsproblem mit bekannten Randbedingungen gegeben:
b
I(z) = / (2% — 2® — 2tx)dt — min, 2(0) =2z(1) =0

Berechnung der Néherungslosung 2-ten Grades mittels dem Ritz’schen Verfahren:
Als geeignete Funktionen ¢y (¢) definieren wir aufgrund der gegebenen Randbedingungen
die Funktionen ¢g(t) = 0 und @ (t) := t(t — 1)*. Somit ergibt sich aus (4.3)

ya(t) = ay - t(t — 1) + ag - t(t — 1)%

Eingesetzt in (4.4) gilt

1
%g(al,ag):/o f(t, y2(t), 92(t)) dt.

Integrieren und partielles Differenzieren fithrt zu einem Gleichungssystem mit den Va-

riablen oy und s, welches die folgenen Losungen besitzt:

7

%y = 0 = —_

Doy 2 T
71
[N @ S 0 = _
Doy 2 27 369

Somit ergibt sich eine N&herungslosung fiir z(¢) durch

7 , Tl
t)=—(1-1%)t — (1 —1)t.
palt) = 11— + (1= 1
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4.1.2. Implementierung des Ritz’schen Verfahrens in Matlab

Diese Matlab-Funktion R.m generiert als Ausgabe sowohl den minimalen Niherungswert
des Funktionals 3, als auch die explizite sowie graphische Darstellung der approxima-

tiven Losung vy, (t) =~ Z(t) als Ergebnis der Ritz’schen Methode.

Die Funktion R.m benétigt die folgenden Input-Parameter:

e f: Der Integrand f(¢,x, &) in Abhéngigkeit der Parameter ¢, x und x_punkt und

iibergeben in einfachen Hochkommata
e type_a,type b, rand_a,rand_b: Die Angabe der Randbedingungen und deren Para-
meter sowohl fiir den linken als auch fiir den rechten Rand, wobei gilt:

— type = 0: Die Randbedingung ist komplett gegeben, d.h. a und z(a) werden

in Vektorform als Parameter rand_a iibergeben: rand.a = [a  x(a)].

— type = 1: Es werden am jeweiligen Rand die natiirlichen Randbedingungen
verwendet. Hier wird als Parameter rand_a nur der Randpunkt a iibergeben:

rand_a = a.

— type = 2: Hier wird die Transversalititsbedingung z(a) = f(a) angewandt

und die Funktion f(a) als Parameter iibergeben: rand_a =" f(a)’.

e n: Die Genauigkeit der Niaherungslosung y,,(t), welche letztlich ein Polynom vom
Grad n + 1 sein wird.
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Listing 4.1.: Die Matlab-Funktion R.m zur Berechnung und Ausgabe einer Niherungs-

16sung durch das Ritz’sche Verfahren

functio

n;

f;

type_-a;
% type
% type
% type

rand_a;

n

C

7% Angabe der Genauigkeit

% gegebener Integrand

[funktionalwert , solution] = R( f, type-a, rand.a,

type_b; % Typen an den Riéndern (Natiirliche RB, Transversalitit)
1: Randbedingung komplett gegeben, a und x(a)

2: Natiirliche Randbedingung bei a gegeben

3: Transversalitdtsbedingung: x(a) = f(a) gegeben

rand_b; % Input—Parameter in Abhidngigkeit vom Typ

type-b, rand-b, n )

if ((type-a > 3) | (type-b > 3) | (type-a < 1) | (type-b < 1))

disp(’Dies_ist_keine_giiltige _Eingabe_fiir .den_Typ. (1

disp (’Bitte_starten._Sie_das_Programm._erneut.’)

return

end

% Deklarieren der symbolischen Variablen

syms 'x j;syms ‘x_punkt’j;syms 't ;syms ‘k’; syms 'a’; syms

for i=1:n

eval ([ 'syms_alpha’, num2str(i)])

end

nr_var = n;
ta=0; tb=0; xa=0; xb=0;

% Zusidtzliche Variablen fiir zusédtzliche Gleichungen durch andere Typs

switch (type-a)

case 1

ta = rand_a(1l); xa = rand.a(2);

case 2

eval ([ 'syms_alpha’, num2str(n+1)]); % xa_frei
ta = rand_a(1l);

xa = eval ([ "alpha’ ,num2str(n+1)]);
nr_var = nr_var + 1;
case 3

eval ([ 'syms_alpha’, num2str(n+1)]); % ta_frei
ta = eval ([ ’alpha’ ,num2str(n+1)]);
xa = subs(rand_a, 'a’,eval ([ "alpha’ ,num2str(n+1)]));

nr_var = nr_var + 1;

otherwise

disp (’Dies_ist _keine._giiltige _Eingabe._fiir _.den_Typ. (1

disp (’Bitte_starten_Sie_das_Programm._erneut ’)

44

,-2_oder.3)!")

,~2_oder.3)!

")
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return
end
fir

% Zusidtzliche Variablen

switch (type-b)

zusidtzliche

case 1
tb = rand_b(1); xb = rand-b(2);
case 2
if (type-a = 1)
eval ([ "syms_alpha’, num2str(n+1)]);
tb = rand_b (1);
xb = eval ([ "alpha’ ,num2str(n+1)]);
nr_var = nr_var + 1;
end
if (type-a = 2)
eval ([ "syms_alpha’, num2str(n+2)]);
tb = rand_b (1);
xb = eval ([ "alpha’ ;num2str(n+2)]);
nr_var = nr_var + 1;
end
case 3
if (type-a = 1)
eval ([ 'syms_alpha’, num2str(n+1)]);
tb = eval ([ "alpha’ ,num2str(n+1)]);
xb = subs(rand-b, b’ ,tb);
nr_var = nr.var 4+ 1;
end
if (type-a = 3)
eval ([ 'syms_alpha’, num2str(n+2)]);
tb = eval ([ "alpha’ ,num2str(n+2)]);
xb = subs(rand-b, b’ ,tb);
nr_var = nr.var 4+ 1;
end

otherwise

disp (’Dies.ist _keine_giiltige .Eingabe._fiir .den_.Typ.(1,.2_0oder.3)!")

Gleichungen durch andere

%o

T

(%;

(%;

Typs

xb_frei

xb_frei

tb_frei

tb_frei

disp (’Bitte_starten._Sie_das_Programm_erneut. )

return
end
% Konstruktion der geeigneten
phi_null =
phi = (tb—t)*((t—ta) k);
g=phi_null;

for i=1l:n

g=g+subs (phi,k,i)xeval ([ "alpha

end

Funktionen
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hl=subs(f,[x x-punkt],[g diff(g,t)]);
h2=int (hl,t);
h3=subs (h2,t,tb)—subs(h2,t,ta);

F=x=x[1l:nr_var];
G=meshgrid (F,F);
dG=G; % Erzeugung einer (nr_var)x(nr_var)—Matrix

G(i,.l) = diff(h3,eval (] ,num2str(i)]));

% Zusidtzliche Gleichungen aufgrund der Typen

switch (type-a)

case 1
switch (type_b)
case 2
G((n+1),1) = subs(subs(diff(f,x_punkt),[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,th);
case 3
G((n+1),1) = subs(subs(f,[x x_-punkt],[g diff(g,t)]),t,tb) +
subs(subs (diff (f,x_punkt),[x x_-punkt],[g diff(g,t)]),t,th)x
(subs(diff(xa,eval ([ ,num2str(n+1)])),
eval ([ ,num2str(n+1)]),tb) — subs(diff(g,t),t,tb))
end
case 2
switch (type-b)
case 1
G((n+1),1) = subs(subs(diff(f,x_punkt),[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,ta);
case 2
G((n+1),1) = subs(subs(diff(f,x_punkt),[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,ta);
G((n+2),1) = subs(subs(diff(f,x_punkt),[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,th);
end
case 3

switch (type_b)

case 1
G((n+1),1) = subs(subs(f,[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,ta) +
subs (subs (diff (f,x-punkt),[x x-punkt],[g diff(g,t)]),t,ta)x
(subs(diff (xa,eval ([ ,num2str(n+1)])),
eval ([ ,num?2str(n+1)]),ta) — subs(diff(g,t),t,ta));
case 3
G((n+1),1) = subs(subs(f,[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,ta) +
subs (subs (diff (f,x_punkt),[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,ta)x
(subs(diff (xa,eval ([ ,num2str(n+1)])),
eval ([ ,num2str(n+1)]),ta) — subs(diff(g,t),t,ta));
G((n+2),1) = subs(subs(f,[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,thb) +
subs(subs (diff (f,x_punkt),[x x_punkt],[g diff(g,t)]),t,th)x
(subs (diff (xa,eval ([ ,num?2str(n+1)])),
eval ([ ,num2str(n+1)]),tb) — subs(diff(g,t),t,tb));
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end

end

for i=l:nr_var
for j=l:nr_var
dG(i,j) = diff (G(i,1),eval ([ alpha’ ,num2str(j)]));
end

end

G = G(l:nr_var,1);

% mehrdimensionales Newton—Verfahren um Nullstellen zu finden

m = 10; % Anzahl der Iterations—schritte
newtonl = [1:m];

newton2 = [l:nr_var];

newton = meshgrid (newtonl ,newton2);

% Startvektor (0,0,...,0)
for i=1l:nr_var

newton (i,1)=0;
end

% Berechnung der m Iterationsschritte durch
% x(n+1) = x(n) — inv(dG(xn))*G(xn)
for i=1m-1
G_eval = G;
dG_eval = dG;
for j=l:nr_var
G_eval = subs(G_eval,eval ([ alpha’ ,num2str(j)]),newton(j,i));
dG_eval = subs(dG,eval ([ "alpha’ ,num2str(j)]) ,newton(j,i));
end
newton (l:nr_var ,i+1) = newton(l:nr_var,i) — inv(dG_eval)*G_eval;

end

% solution = phi_null 4+ sum(alpha(i) % phi(i,t))
solution=phi_null;
for i=1:n

solution = solution + newton(i,m)*subs(phi,k,i);

end

if (nr_var > n)

solution = subs(solution ,eval ([ alpha’ ,num2str(n+1)]),newton((n+1),m));

end
if (nr_var > n+1)

solution = subs(solution ,eval ([ "alpha’ ,num2str(n+2)]),newton ((n+2),m));
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end

% Berechnung und Ausgabe des extremalen Funktionalwertes
kl=subs(f,[x x_punkt],[solution diff(solution ,t)]);
k2=int (k1,t);

format long;

funktionalwert=subs(k2,t,tb)—subs(k2,t,ta)

format short;

% graphische Ausgabe der Nédherungslésung:
if (type.a = 3)

ta = newton ((n+1),m);
end
if (type-b = 3)

if (type_a = 3)

tb = newton ((n+2),m);

end

tb = newton ((n+1),m);
end

ezplot (solution ,[ta tb]);

end

Nach Ubergabe der Input-Parameter wird zuniichst untersucht, ob die Parameter giiltig
sind, d.h. ob type_a,type-b € {1,2,3} und deren Parameter typ-abhingig sinnvolle
Werte besitzen (Zeilen 13-17ff.). Anschlieflend werden fiir das vorgegebene n die Va-
riablen aj,...,a, und abhéingig der gegebenen Randbedingungen entsprechend weite-
re notwendige Variablen symbolisch deklariert (Zeilen 19-82). Symbolische Variablen
sind in Matlab notwendig, damit beziiglich der Variablen intergriert und differenziert

werden kann. Anschlieffend (Zeilen 84-95) wird in einer geeigneten for-Schleife die

n

Funktion g = @o(t) + > arpr(t) konstruiert, welche bereits eine Approximation der
k=1

Losungsfunktion z(¢) darstellt. Die Funktionen ¢ (), k& € Nog werden hierbei wie folgt

definiert:

T2 — 1

p— (t—a)+x

po(t) ==

op(t) == (t—a)t —b)F, Ek>1.
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Diese Néherungslosung wird nun in das Funktional eingesetzt und explizit eine Stamm-
funktion berechnet, in welche bereits auch die Randbedingungen eingesetzt werden, wel-
che in den Variablen ta und tb gespeichert sind. Im Falle von gegebenen Randbedingun-
gen sowohl am linken als auch am rechten Rand (type_a=1 und type_b=1) wiirde sich
nun ein Gleichungssystem mit n Variablen und n Gleichungen ergeben. Bei natiirlichen
Randbedingungen oder Transversalititsbedingungen an der Rindern wéren zusétzliche
Variablen aber auch zusétzliche Gleichungen gegeben, sodass das Gleichungssystem wei-
terhin eindeutig 16sbar sein kann (Zeilen 105-142). Das Gleichungssystem wird in den
Zeilen 97-99 erstellt und in den Zeilen 144-150 im Falle von natiirlichen Randbedingun-
gen oder Transversalitdtsbedingungen entsprechend erweitert. Anschlieend wird das
Gleichungssystem g(a,...) = 0 mit dem mehrdimensionalen Newton-Verfahren gelost
(Zeilen 153-176) und die freien Variablen in die Ndherungslosung y, (t) eingesetzt (Zei-
len 178-189). Die Lésung vy, (t) minimiert das Funktional nun auf der Menge

{eo(t) + > arpr(t) | ax e RV k € N} (4.13)
k=1

mit den iibergebenen Randbedingungen.

4.1.3. Anwendung von R.m

Die Funktion R.m wird im Befehlsfenster von Matlab aufgerufen. Die notwendigen Pa-
rameter miissen wir ebenfalls der Funktion {ibergeben. Hierbei wird der Integrand des
Funktionals f (t,z, %) in einfachen Hochkommata angegeben, die Randtypen sowie die
Randbedingungen und der Genauigkeitsparameter n als normale Zahl. Als Ausgabe wird
die Funktion sowohl die N&herungslosung y,(t) als auch den zugehorigen approximati-
ven Funktionalwert &, = f: ft, yn(t), 9n(t)) dt ausgeben und desweiteren die graphische

Darstellung der N#herungslosung v, (t) auf dem Intervall [a, b] anzeigen.
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Beispiel 1:

Anwendung des Ritz’schen Verfahrens am Beispiel
1
/ (2% — 2 — 2tx) dt — min
0
mit gegebenen Randbedingungen z(0) = z(1) = 0.

Listing 4.2.: Ausgabe der Matlab-Funktion R.m am Beispiel 1

>> [fwert yn] = R( ,1,[0 0],1,[1 0],2)
funktionalwert =

—0.024570912375790

fwert =

—0.0246

yn =
— (7Tt 2%(t — 1))/41 — (Tlxt*(t — 1))/369

>>

Als Niherungslosung erhalten wir y,, (t) = — 5 (t—1)t*— % (t—1)t und das Minimum des
Funktionals mit den gegebenen Randbedingungen wéire damit (z(t)) ~ I, = —0,0246.
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(712 (- 1)) - (711 (t - 1))/369

0.07

0.06

0.05

0.04

Y.

0.03

0.02

0.01

Abbildung 4.1.: Graphische Ausgabe der Funktion R.m fiir das Problem fol (&2 — 22 —
2tz) dt — min mit Randbedingungen z(0) = z(1) = 0 und Diskretisie-
rungsparameter n = 2

Beispiel 2:
Anwendung des Ritz’schen Verfahrens am Beispiel
1
/ (i* + 2?) dt — min
0

mit den gegebenen Randbedingungen x(0) = 1 am linken Rand und natiirlichen Rand-

bedingungen am rechten Rand ¢ = 1.

Listing 4.3.: Ausgabe der Matlab-Funktion R.m fiir Beispiel 2

>> [fwert yn] = R( ,1,[0 1],2,1,2)
funktionalwert =

0.761627618677266

fwert =

0.7616
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yn =
(250xt=(t — 1))/619 — (35xt"2x(t — 1))/619 — (215xt)/619 + 1

>>

(250t (t - 1))/619 - (3512 (t - 1))/619 -+ 1

0.95

0.9

0.85

.

0.8

07

0.65

Abbildung 4.2.: Graphische Ausgabe der Funktion R.m fiir das Problem fol (22 +22)dt —
min mit gegebener Randbedingung x(0) = 1 und Diskretisierungspara-
meter n = 2

Hier erhalten wir als Niherungslosung yy,(t) = — &3 (t — 1)t2 + 229(t — 1)t — 25t + 1

und der minimale Funktionalwert mit den gegebenen Randbedingungen wére damit
I(z(t)) = S, = 0,7616.
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4.2. Das Endliche Differenzenverfahren

4.2.1. Das mathematische Modell

Bei dieser von Euler im Jahre 1744 veroffentlichen Methode® wird versucht, die Losungs-
funktion z(t) des Minimierungsproblems (M P) durch den Grenziibergang von Poly-
gonziigen fiir n — oo zu betrachten. Er unterteilte zunéchst das Intervall [a,b] in n + 1
gleichgrofie Intervalle mit ¢ = ty < t; < ... < tp+1 = b und ersetzte die Eckpunkte
mit den Randbedingungen und den Differentialquotienten mit dem Differenzenquotien-
ten % Vke{0,...,n}, wobei At = g;ﬁ der Intervalllinge entspricht. Desweiteren
ersetzte er das Integral durch eine Summe iiber die n Teilinverfalle.* Die urspriingliche
Aufgabe ist also ein n-dimensionales Minimierungsproblem. Die Polygonziige erfiillen die
Randbedingungen und sind stetig. Allgemein wird ein Polygonzug iiber einem Vektor-

raum V zwischen Punkten Py, ..., P, € V definiert iiber die Menge

U{e Py +(1-a)- Py, acf01]}.
k=1

Das Intervall [a,b] wird in n gleichgrofie Teilintervalle mit a = tp < t; < ... < t, =
b unterteilt und man betrachtet die Randbedingungen zunéchst als gegeben. Fiir den

Polygonzug (to, o), . .., (tn, ) € R? gilt dann:

b—a

At =
n+1

th=to+k-At (k=0,1,...,n+1)

to = a, tn+1 =b

xo = z(a), Tpt1 = x(b)
Nun sind tg,...,tn+1 als auch die Randpunkte zg und z,41 gegeben, wobei hingegen
x1,...,T, freie Variablen sind. Bei einem Variationsproblem mit gegebenen Randbedin-

gungen gilt zo = x(a) und z,41 = z(b).

3Funk (1970)
4vgl. die Methodik der Riemannschen Zwischensumme zur Approximation eines Integrals - Heuser
(2003), S.447ft.

93



4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

z(t)

V' N

Tn+1
20 1 Tn
T2
N h_ bt f it L
0 1 2 n n+1
Vit Vi Vit 0o Vit

Abbildung 4.3.: Skizze des Endlichen Differenzenverfahrens®

Fiir den Funktionalwert ED,, des Polygonszugs (¢;,z;) € R? gilt nun in Abhsingigkeit

der Parameter x1,...,xy:

n

Titl — Ty
EDn(.Tl, ey .CL’n) = Z f(ti, i, M)(ti_ﬂ — ti). (4.14)
= tit1 — 1

Das Minimierungsproblem (M P) kann umformuliert werden zu

b
EDy(x1,...,2n) = [(x(t)) = / f(t,z(t),(t)) dt — min (4.15)

welches nun ein Problem endlicher Ordnung mit n freien Variablen zy,...,z, ist. Um
das Minimum der approximativen Losung des Funktionals zu bestimmen, werden die
Nullstellen der Funktionen B%IEDH, cee %EDH berechnet. Aus diesem Gleichungs-
system mit n Gleichungen und n Unbekannten lassen sich die freien Variablen exakt
bestimmen. Ahnlich wie beim Ritz’schen Verfahren in Kapitel (4.1) bestimmen wir die

Nullstellen iiber das mehrdimensionale Newton-Verfahren. Sie ergeben sich als Loésung

Swobei durch die gegebenen Randbedingungen to = a, t,11 = b sowie 2o = x(a), Tnt1 = x(b) gilt.
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des Gleichungssystems g(z1,...,x,) = 0 wobei
d
Fa; EDn
2 ED, |
g(x1, ... ) = 2 =0. (4.16)
o)
Fo EDn
Endliches Differenzenverfahren mit natiirlichen Randbedingungen
Sei das Variationsproblem
b
Ia(t) = [ #(talt), i) dt > min, (\P)
a z(t)e

mit natiirlichen Randbedingungen z(a) und/oder x(b) beliebig gegeben, so ist das Pro-
blem weiterhin mittels dem Endlichen Differenzenverfahren l6sbar. In der klassischen
Variationsrechnung gibt man die natiirlichen Randbedingungen durch die Gleichungen
(2.18) und (2.19) an:

fat,2(t),2(t))|t=a = 0 (4.17)
fa(t, 2(t), 2(t))|i=p = 0. (4.18)
Da wir nun die Losung Z(t) als Polygonzug der Punkte (¢o, z¢), . .., (tn+1, Tnt+1) betrach-

ten, miissen wir entsprechend auch die Gleichungen fiir die natiirlichen Randbedingungen
anpassen. Setzt man die entsprechenden Werte des Polygonzugs ein, sehen die diskreti-

sierten natiirlichen Randbedingungen wie folgt aus:

1 —
fa <t0711307 ti—too> (t1 —to) =0 (4.19)
Tpal — T
fi <tna$n, tni—tn> (tnt1 — tn) = 0. (4.20)
n n

Nachdem wir bei einem Variationsproblem mit vollstdndigen Randbedingungen genau

n freie Variablen und n Gleichungen haben, ergeben sich bei freien Randbedingungen
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eine (bzw. zwei) zusétzliche Variablen als auch eine (bzw. zwei) zusétzliche Gleichungen,

sodass das Gleichungssystem nach wie vor l6sbar sein kann.

Das zu losende Gleichungssystem sieht folgendermafien aus:

d
9o EDn

o)
925 £ Dn

(4.21)

<
—~
8
—
8
\3_/
I
I
)

o)
e EDn

Fi (s s 22222 (tasy = ) = 0

Das Verfahren ldsst sich im Falle von natiirlichen Randbedingungen am rechten Ende

oder an beiden Enden analog erweitern.

Endliches Differenzenverfahren mit Transversalitiatsbedingungen

Ist ein Variationsproblem mit Transversalitdtsbedingungen gemif} (2.20) gegeben, so er-
geben sich analog entsprechende #hnliche Gleichungen. Sei z(a) beliebig wobei z(a) =
Ya(a) gelte. Man wihlt a als weitere freie Variable und durch Diskretisierung von Glei-

chung (2.20) erhilt man die zugehorige Gleichung:

f <t0,960, wl_mo) + fi (to,flﬁo, et :c()) <¢a(t0) -0z x0> =0. (4.22)

t1 —to t1 —to t1 — %o

Desweiteren miissen wir beachten, dass die Lange und Lage der Teilintervalle nicht mehr
fest vorgegeben sind, sondern nun von der freien Variablen a abhéngig sind. Dennoch
liegt nun ein Gleichungssystem mit n 4+ 1 Variablen und n 4+ 1 Gleichungen vor, welches

nach den freien Variablen aufgelost werden kann.

Auch hier kann man bei transversalen Randbedingungen am rechten Rand oder an beiden

Réndern analog verfahren.
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Beispiel des Endlichen Differenzenverfahrens

Betrachten wir das Variationsproblem
1
I(z) = / (i* — 2? — 2tz) dt — min, 2(0) =2(1) =0
0

zur manuellen Berechnung der Ndherungslosung mit n = 3, d.h. es gibt dann drei Varia-

blen z1,z2 und x3. Beginnen wir mit einer gleichméfigen Partition des Intervalls [0, 1]:

b— 1
At=2"9%_ 2
n+1 4

Hieraus ergibt sich die Partition von [0,1] als typ = 0,t; = %,tg = %,tg = %,t4 =

1. Weiterhin gegeben sind die Randbedingungen xp = 0 und x4 = 0. Eingesetzt in
Gleichung (4.14) folgt:

3

Tit1 — X4
ED3($17$2’x3) = Zf(t'axi’ M)(tﬂrl - tl)
s tiv1 — 1

— i [f (0,0,421) + f <i,x1,4(ac2 — x1)> + f (i,$2,4($3 - xz)) +f (i,$3,—4$3)>:|

1 1 3
= (2301 — %2~ 573 + 153:% — x% + 15x§ + (4x1 — 4m2)2 + (4xg — 4m3)2>

Aus dem Gleichungssystem %ED;; =0, %ED;; =0, %ED;J, = 0 ergibt sich mittels

Newtonverfahren die Minimallésung mit
x1 ~ 0,0443 o ~ 0,0702 x3 =~ 0,0604

Der komplette Polygonzug wiirde demnach folgendermaflen aussehen:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
0 0.0443 0.0702 0.0604 0
wobei in der ersten Zeile die Werte t;, (i = 0,...,4) und in der zweiten Zeile die Wer-

te xz;, (i = 0,...,4) stehen. Die graphische Ausgabe der Losung sieht folgendermaflen aus:

o7



4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

0.08 T

007+ 1

0.06" 1

0.05- |
€ oo04f 1
=y

0.03 1

002+ 1

0.01+ B

Abbildung 4.4.: Ndherungslosung F D3 am Beispiel fol (#2 — 22 — 2tx)dt — min mit
gegebenen Randbedingungen z(0) = z(1) = 0 und Diskretisierungspa-
rameter n =3

Hieraus wiirde sich ein approximativer minimaler Funktionalwert von etwa —0,02286

ergeben.

4.2.2. Implementierung des Endlichen Differenzenverfahrens in Matlab

Die Matlab-Funktion ED.m generiert als Ausgabe sowohl den minimalen Niherungswert
des Funktionals, als auch die explizite sowie graphische Darstellung der Naherungslésung
yn(t) =~ Z(t) als Ergebnis des Endlichen Differenzenverfahrens.

Es werden die folgenden Input-Parameter benttigt:

e f: Der Integrand f(¢,x, &) in Abhéngigkeit der Parameter ¢, x und x_punkt und

iibergeben in einfachen Hochkommata
e type_a,type b, rand_a,rand-b: Die Angabe der Randbedingungen und deren Para-
meter sowohl fiir den linken als auch fiir den rechten Rand, wobei gilt:

— type = 0: Die Randbedingung ist komplett gegeben, d.h. a und z(a) werden

in Vektorform als Parameter rand_a iibergeben: rand.a = [a  x(a)].

— type = 1: Es werden am jeweiligen Rand die natiirlichen Randbedingun-
gen verwendet. Hier wird als Parameter rand_a nur die Grenze a iibergeben:

rand_a = a.

o8
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— type = 2: Hier wird die Transversalitdtsbedingung z(a) = f(a) angewandt

und die Funktion f(a) als Parameter iibergeben: rand_a =" f(a)’.

e n: Die Genauigkeit der N#herungslosung yy,(t), welche ein Polygonzug zwischen

n + 2 Punkten sein wird.

Listing 4.4.: Die Matlab-Funktion ED.m zur Berechnung und Ausgabe einer

Néherungslosung durch das Endliche Differenzenverfahren

function [funktionswert, solution] = ED( f, type_a, rand_a, type_b, rand_b,n )

Y%ED Summary of this function goes here

% Detailed explanation goes here

n; % Angabe der Genauigkeit

f; % gegebener Integrand

type-a; type-b; % Typen an den Rindern (Natiirliche, Transversalitdt)
% type = 1: Randbedingung komplett gegeben, a und x(a)

% type = 2: Natiirliche Randbedingung mit a gegeben

% type = 3: Transversalitdtsbedingung: x(a) = f(a) gegeben

rand_a; rand_b; % Parameter in Abhg vom Typ

if ((type-a > 3) | (type-b > 3) | (type-a < 1) | (type-b < 1))
disp(’Dies_ist._keine._giiltige _Eingabe_fiir .den_Typ_(1,_-2_oder_.3)!")
disp (’Bitte_starten.Sie_das_Programm.erneut ’)
return

end

% Deklarieren der symbolischen Variablen

syms 'x j;syms ‘x_punkt’j;syms 't ;syms 'k’; syms ‘a’; syms ‘b’

for i=1:n
eval ([ 'syms_x’, num2str(i)])

end

nr_var = n;
ta=0; tb=0; xa=0; xb=0;
% Zusidtzliche Variablen fiir zusidtzliche Gleichungen durch andere Typs
switch (type_.a)
case 1
ta = rand_a(1l); xa = rand.a(2);
case 2
eval ([ "syms.x’, num2str(n+1)]); % xa_frei
ta = rand_a(1);
xa = eval ([ 'x ,num2str(n+1)]);

99



4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

nr_var = nr_var + 1;
case 3
eval ([ 'syms_x’, num2str(n+1)]); % ta_frei
ta = eval ([ 'x’ ,num2str(n+1)]);
xa = subs(rand_a, 'a’,eval ([ 'x’ ,num2str(n+1)]));
nr_var = nr_var + 1;

otherwise

disp (’Dies_ist _keine._giiltige _Eingabe_fiir_den_Typ.(1,_-2_oder.3)!

disp (’Bitte_starten_Sie_das_Programm_erneut ’)
return

end

% Zusidtzliche Variablen fiir zusédtzliche Gleichungen durch andere
switch (type-b)

case 1
tb = rand_-b(1); xb = rand_b (2);
case 2
if (type.a = 1)
eval ([ 'syms_x’, num2str(n+1)]); % xb_frei
tb = rand_-b(1);
xb = eval ([ 'x’ ,num2str(n+1)]);
nr_var = nr_var 4+ 1;
end
if (type.a = 2)
eval ([ 'syms_x’, num2str(n+2)]); % xb_frei
tb = rand_-b (1);
xb = eval ([ 'x’ ,num2str(n+2)]);
nr_var = nr_var 4+ 1;
end
case 3
if (type-a = 1)
eval ([ 'syms_x’, num2str(n+1)]); % tbh_frei
tb = eval ([ 'x’ ,num2str(n+1)]);
xb = subs(rand_b, b’ ,th);
nr_var = nr_var 4+ 1;
end
if (type-a = 3)
eval ([ 'syms_x’, num2str(n+2)]); % tbh_frei
tb = eval ([ 'x’ ,num2str(n+2)]);
xb = subs(rand_b, b’ ,th);
nr_var = nr_var + 1;
end

otherwise

disp (’Dies_ist _keine._giiltige _Eingabe_fiir _.den_Typ._(1,_2_oder_-3)!")

disp (’Bitte_starten_Sie_das_Programm_erneut ’)
return

end
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solution = meshgrid (1:(n+2),1:2);

solution (2,1:n+2) = linspace(ta,tb,n+2);

%for j=1:n

% solution (2,j) = ta + (tb—ta)x[0:(n+1)]/(n+1);
Y%end

if (n>1)
for i=1:(n-1)
hl = hl 4 (solution(2,i42) — solution(2,i+1)) * subs(f,[t x x_punkt],
[solution (2,i+1) eval (| , num?2str(i)]) ((eval (] ,
num?2str(i+1)])—eval (| , num2str(i)]))...
/(solution (2,i+2)—solution(2,i+1)))]);
end

end

% x(a) einarbeiten

hl = hl + (solution(2,2) — solution(2,1)) * subs(f,[t x x_punkt],
[solution (2,1) xa ((eval (] ,num?2str(1)]) —xa)...
/(solution (2,2)—solution (2,1)))]);

% x(b) einarbeiten

hl = hl + (solution (2,n+2) — solution(2,n+1)) * subs(f,[t x x_punkt],
[solution (2,n+1) eval (| , num2str(n)]) ((xb—eval (] , num2str(n)]))...
/(solution (2,n+2)—solution (2,n+1)))]);

F=xx*[l:nr_var |;
G=meshgrid (F,F);
dG=G; % Erzeugung einer (nr_var)x(nr_var)—Matrix

G(i,.l) = diff(hl,eval (] ,num2str(i)]));

% Zusidtzliche Gleichungen aufgrund der Typen
switch (type-a)
case 1
switch (type-b)
case 2
G((n+1),1) = (tb—solution (2,n+1))*subs(diff (f,x_punkt) ,...
[t x x_punkt], [solution(2,n+1) eval (] , num?2str(n)])
((xb—eval ([ , num2str(n)]))/(tb—solution(2,n+1)))]);
case 3
G((n+1),1) = subs(f, [t x x_punkt], [solution(2,n+1)
eval ([ , num2str(n)]) ((xb—eval (] , num2str(n)]))/
(tb—solution(1,n+1)))]) + (subs(diff(rand_-b,b),b,th)—
(xb—eval (] , num2str(n)]))/(tb—solution (2,n+1)))=*
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subs(diff(f,x-punkt),[t x x_-punkt], [solution(1l,n+1) ...
eval ([ , num2str(n)]) ((xb—eval ([ , num2str(n)]))/
(tb—solution (2,n+1)))]);

)

end
case 2
switch (type-b)
case 1
G((n+1),1) = (solution(2,2)—ta)*subs(diff(f,x_-punkt),
[t x x_punkt],[ta xa ((eval(] , num?2str(1)])—xa)/ ...
(solution(2,2)—ta))]);
case 2
G((n+1),1) = (solution(2,2)—ta)*subs(diff(f,x_punkt),
[t x x-punkt],[ta xa ((eval(] , num2str(1)])—xa)/ ...
(solution(2,2)—ta))]);
G((n+2),1) = (tb—solution(2,n+1))*subs(diff(f,x_punkt), ..
[t x x_punkt],[solution(2,n+1) eval (] , num?2str(n)])
((xb—eval ([ , num2str(n)]))/(tb—solution(2,n+1)))]);
end
case 3
switch (type-b)
case 1
G((n+1),1) = subs(f, [t x x_punkt], [ta xa ...
(solution(2,2)—xa)/(solution (1,n+1)—ta)]) + ...
(subs(diff(rand.a,a),a,ta)—(solution(2,2)—xa)/ ...
(solution(1,2)—ta))* subs(diff(f,x-punkt),
[t x x_-punkt],[ta xa (solution(2,2)—xa)/(solution(1,2)—ta)]);
case 3
G((n+1),1) = subs(f, [t x x_punkt], [ta xa ...
(solution(2,2)—xa)/(solution (1,n+1)—ta)]) + ...
(subs(diff(rand.a,a),a,ta)—(solution(2,2)—xa)/ ...
(solution(1,2)—ta))* subs(diff(f,x-punkt),
[t x x_-punkt],[ta xa (solution(2,2)—xa)/(solution(1,2)—ta)]);
G((n+2),1) = subs(f, [t x x_punkt]|, [solution(2,n+1) ...
eval ([ , num2str(n)]) ((xb—eval (] , num2str(n)]))/
(tb—solution (1,n+1)))]) + (subs(diff(rand_-b,b),b,tb)— ...
(xb—eval (] , num2str(n)]))/(tb—solution (2,n+1)))* ...
subs(diff(f,x-punkt),[t x x-punkt], [solution(1l,n+1) ...
eval ([ , num2str(n)]) ((xb—eval ([ , num2str(n)]))/
(tb—solution(2,n+1)))]);
end

end

for i=l:nr_var
for j=l:nr_var
dG(i,j) = diff(G(i,1),eval(] ,num2str(j)]));
end
end
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G = G(l:nr_var,1);

% mehrdimensionales Newton—Verfahren um Nullstellen zu finden

m = 10; % Anzahl der Iterations—schritte
newtonl = [1:m];

newton2 = [l:nr_var];

newton = meshgrid (newtonl ,newton2);

% Startvektor (0,0,...,0)

for i=l:nr_var
newton (i,1)=0;

end

% Berechnung der m Iterationsschritte durch
% x(n+1) = x(n) — inv(dG(xn))*G(xn)
for i=1m—1

G_eval = G;

dG_eval = dG;

for j=l:nr_var

G_eval = subs(G_eval,eval ([ 'x ,num2str(j)]),newton(j,i));
dG_eval = subs(dG,eval ([ 'x’ ,num2str(j)]) ,newton(j,i));

end

newton (l:nr_var ,i+1) = newton(l:nr_var,i) — inv(dG_.eval)*xG_eval;

end

solution (1,2:(n+1)) =
solution = transpose(solution);
solution (:,[1,2]) = solution (:,[2,1]);

transpose (newton (1:n,m));

if (type-a = 1)
solution (1,2) = xa;

end

if (type.b = 1)
solution (n+2,2) = xb;

end

if ((type-a = 2) && (type-b "= 2))
solution (1,2) = newton(n+1,m);

end

if ((type.a "= 2) && (type-b = 2))
solution (n+2,2) = newton(n+1,m);

end

if ((type-a = 2) && (type-b = 2))
solution (1,2) = newton(n+1,m);

solution (n+2,2) = newton(n+2,m);
end
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% Berechnung und Ausgabe des extremalen Funktionalwertes
funktionswert=hl;
for i=l:nr_var
funktionswert = subs(funktionswert ,eval (| ,
num?2str(i)]) ,newton(i,m));

end

format long;
funktionswert

format short;

% graphische Ausgabe der Niherungslésung:

plot (solution (1:(n+2),1),solution (1:(n+2),2))

end

Nach der Ubergabe der Parameter findet die Fehleriiberpriifung sowie das Deklarieren
der Variablen dhnlich wie in R.m statt (Zeilen 1-84). Anschlielend wird die 2 x (n + 2)-
Matrix solution definiert, welche am Ende die Unterteilung des Intervalls ¢; sowie die
Funktionswerte xp = x(t)) fiir £ € {0,1,...,n + 1} enthalten soll. Zunéichst wird das
Intervall [a, b] in n+ 1 Teilintervalle der Lénge At = z;ﬁ aufgeteilt und zusammen mit -

sofern gegeben - den Randbedingungen in das Losungsarray solution geschrieben. In den
n

darauffolgenden Zeilen 92-100 wird die Funktion ED,, = 2) flt, zi, ﬁzi:zﬁ)(tzﬂ — ;)
1=

abhingig von den symbolischen Variablen x1,...,x, konstruiert. Im Falle von frei-

en Randwerten oder natiirlichen Randbedingungen wére ED,, von weiteren Variablen
abhingig. Anschliefend wird die mehrdimensionale Funktion ¢ konstruiert, deren Null-
stellen auch hier mit dem mehrdimensionalen Newton-Verfahren bestimmt werden (Zei-
len 172-195). Nun werden noch die soeben berechneten Variablen x1,...,Z,,... in das
Losungsarray solution eingetragen, sodass direkt der approximative Funktionalwert be-

rechnet werden kann und die graphische Ausgabe der Losung stattfindet (Zeilen 197-233).
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4.2.3. Anwendung von ED.m

Die Anwendung der Funktion ED.m geschieht im Befehlsfenster von Matlab durch Aufruf

der Funktion mit den gegebenen Parametern.
Beispiel 1:
Anwendung des Endlichen Differenzenverfahrens am Variationsproblem

1
/ (i — 2% — 2tx) dt — min
0

mit den Randbedingungen z(0) = z(1) = 0. Der Genauigkeitsparameter sei n = 8; das

bedeutet unsere Nidherungslosung stellt einen Polygonzug zwischen zehn Punkten dar.

Listing 4.5.: Ausgabe der Matlab-Funktion ED.m fiir Beispiel 1

>> [fwert yn] = ED( ,1,[0 0],1,[1 0],8)
funktionswert =

—0.024234217182554

fwert =
—0.0242
yn =
0 0
0.1111 0.0207
0.2222 0.0397
0.3333 0.0556
0.4444 0.0666
0.5556 0.0713
0.6667 0.0683
0.7778 0.0562
0.8889 0.0338
1.0000 0
>>
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Abbildung 4.5.: Graphische Ausgabe der Funktion ED.m fiir das Problem fol (22 — 2% —
2tz) dt — min mit den Randbedingungen z(0) = (1) = 0 und Diskre-
tisierungsparameter n = 8

Der Funktionalwert £ Dg der Ndherungslésung wéire demnach
I(z(t)) = EDg ~ —0,0242.

Beispiel 2:
Anwendung des Endlichen Differenzenverfahrens am Beispiel
1
/ (4% 4 2°) dt — min (4.23)
0
mit der gegebenen Randbedingungen x(0) = 1 am linken Rand und natiirlichen Randbe-
dingungen am rechten Rand ¢ = 1. Sei n = 6, das bedeutet die Losung ist ein Polygonzug

zwischen acht Punkten.

Listing 4.6.: Ausgabe der Matlab-Funktion ED.m fiir Beispiel 2

>> [fwert yn] = ED( ,1,[0 1],2,1,6)
funktionswert =

0.802846203197610
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fwert =
0.8028
yn =
0 1.0000
0.1429 0.9057
0.2857 0.8299
0.4286 0.7711
0.5714 0.7279
0.7143 0.6997
0.8571 0.6857
1.0000 0.6857
>>
4
0.95F B
0.9r A
0.85r B
:::
0.8+ B
0.75r B
0.7+ b

0.65. I 1 I I I I I I I

Abbildung 4.6.: Graphische Ausgabe der Funktion ED.m fiir das Problem fol(:z':2 +
2?)dt — min mit gegebener Randbedingung x(0) = 1 und Diskreti-
sierungsparameter n = 6

Der Funktionalwert FDg der Ndherungslésung wére demnach

I(z(t)) ~ EDg ~ 0,3028.
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4.3. Konvergenz und Vergleich der Verfahren

Um die Konvergenz eines Verfahrens zu beurteilen, betrachten wir den Fehler der appro-
ximativen Losung von der exakten Losung beziiglich einer bestimmten Norm. Die zwei
gingigsten Normen wiren hierbei die L?-Norm und die L>°-Norm. Diese seien wie folgt
definiert:

Definition 16. Sei Z(t) : [a,b] — R die exakte Lisung eines Variationsproblems und

yn(t) : [a,b] = R die zugehirige Niherungslosung, dann definieren wir

b 7
135 = g (®)lr = ( [ @ -my dt) pER, (4.24)

12(t) = yn (Ol := mee {|2(8) = yn ()] : ¢ € a, B} (4.25)

Bei der Implementierung in Matlab muss das Intervall [a,b] in eine hinreichend grofe
Stiickzahl m an Teilintervallen zerlegt werden und auf diesem Vektor v € R™ wird an-
schlieBend die Matlab-interne Funktion norm aufgerufen.® Um die Konvergenz deutlich
zu machen, zeichnen wir n auf der x-Achse und [|Z(¢) — y,(t)||zr auf der y-Achse fiir
p € {2,00} sowohl mit doppel-logarithmischer als auch mit semi-logarithmischer Ach-
senskalierung.

Diese Methode der Konvergenzbetrachtung funktioniert natiirlich nur fiir Variationspro-
bleme, fiir die die exakte Losung iiber den klassischen Weg (z.B. die Eulersche Differen-
tialgleichung) bereits explizit berechenbar ist. Andererseits besteht keine Moglichkeit,
den Fehler von der exakten Losung zu betrachten, es bestehen allerdings alternative Be-
trachtungsmaoglichkeiten.” Anbei die Konvergenzbetrachtung fiir zwei verschiedene Va-

riationsprobleme, sowohl mit gegebenen als auch mit variablen Randbedingungen.

5In den eigens implementierten Matlab-Funktionen R_norm.m und ED_norm.m wihlen wir m = 200.
"Falls die Losung Z(t) unbekannt ist, kénnte man ebenfalls die Folge ||yn (t) — ynix(t)|| e fiir ein festes
k € N untersuchen.
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Listing 4.3.: R.norm.m zur Berechnung der Norm des Fehlers beim Ritz’schen Verfahren

function R_norm(r, norml, norm2)

syms 't
% Beispiel
funktional
exakt = sin
type_.a = 1
type-b =1

% Beispiel

1

(4

)

)

2

% funktional :
% ¢ = (exp(1l)/(exp(l)+exp(—1)));
% exakt = cxexp(—t)+(1—c)*exp(t);

% type_a =
% type_-b =
m = 200;

pl = norml;
P2 = norm2;
r =r;

)

q

1
2

'x_punkt"2—x"2—-2%t*xx’;
)/ sin (1) —t;
RB1 = [0 0];
RB2 = [1 0];

= ’'x_punkt 24x"27;

RBl = [0 1];
RB2 = 1;

% Unterteilung fiir L_Norm
% pl—Norm

% p2—Norm

% Anzahl der Durchginge

meshgrid ([1:x],[1 2]);
linspace (RB1(1),RB2(1),m);

% Berechnung der Nédherungsfunktionen sowie der Norm des Fehlers

for j=1l:r

[a b] = R(funktional , type_.a, RB1, type.b, RB2, j);

A(1,])
A(2,])
A(3,])

end

s
norm (subs (b—exakt ,t,q), pl);
norm (subs (b—exakt ,t,q), p2);

A % Ausgabe der Fehler in einer Matrix

C

hold on;

semilogy (A(1,:),A(3,:), —.rs’) %Semi—logarithmische Darstellung

% graphische Ausgabe der Konvergenz bzgl. der beiden Normen

semilogy (A(1,:),A(2,:), —bx")

a = get(gca, YLim);

set (geca, 'XLim’ ,[0.9 r+40.5]);
set (gca, YLim’ ,a);

set (gca, XTick’ ,1:1:1)
legend ({ 'p=2", p=Inf’})

end
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Listing 4.4.: ED_norm.m zur Berechnung der Norm des Fehlers beim Endlichen

Differenzenverfahren nach Euler

function ED.norm( r, norml, norm2)

syms 't

% Beispiel 1
funktional =
exakt = sin(t)/sin (1) —t;
type_a = 1 ; RB1 [0 0];
type.b = 1 ; RB2 [1 0];

"x_punkt 2—x"2—-2%txx’;

% Beispiel 2

% funktional = ’x_punkt"24x"2’

% ¢ = (exp(l)/(exp(l)4+exp(—1)));
% exakt = cxexp(—t)+(1—c)xexp(t);
% type_.a =1 ; RBl = [0 1];

% type.b = 2 ; RB2 = 1;

m = 200; % Unterteilung fiir L_Norm
pl = norml; % pl—Norm

p2 = norm?2; % p2—Norm

r =r; % Anzahl der Durchgéinge

A = meshgrid ([1:r],[1 2]);
q linspace (RB1(1),RB2(1),m);

% Berechnung der Niherungsfunktionen sowie der Norm des Fehlers

for j=1l:r
[a b] = ED(funktional , type_a, RB1, type_b, RB2, j);
b2 = [1:m];

for i=1m
k1l = (floor ((i—1)x(size(b,1)—1)/(m—1)));
k2 = (i—1)*(size(b,1)—-1)/(m—1)—k1;
if (i < m)
b2(i) = (1-k2)xb(k1+1,2)+k2xb(kl+2,2);
end
if (i =m)
b2(i) = (1-k2)*b(kl+1,2);
end
end
A(L,]) =i
A(2,j) = norm(b2—subs(exakt,t,q),pl);
A(3,]) norm (b2—subs (exakt ,t,q),p2);

end

A % Ausgabe der Fehler in einer Matrix
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

% graphische Ausgabe der Konvergenz bzgl. der beiden Normen
loglog (A(1,:),A(2,:), ) %Doppel—logarithmische Darstellung
hold on;

loglog (A(1,:),A(3,:), ) %Doppel—logarithmische Darstellung
a = get(gea, );

set (gca, ,[0.9 r4+0.5]);

set (gca, ,a);

set (gca, ,1:1:1)

legend ({ p=2", h

end

Die Matlab-Funktionen ED_norm.m und R_norm.m berechnen die Norm des Fehlers ||Z(¢)—
Yn(t)||Lr: fiir n € {1,2,...,r} fiir ein vorgegebenes r € N sowie zwei Normen p;, ¢ = 1, 2.
Das Intervall [a,b] wird jeweils in 200 Teilintervalle gleicher Lénge unterteilt, um hier-
auf die Norm der Differenz zwischen exkater Losung Z(t) und Néherungslosung v, (t) zu
berechnen. Diese beiden Normen werden anschliefend in Abhéngigkeit des Genauigkeit-

parameters n mit logarithmischen Achsen graphisch ausgegeben.

Benotigte Input-Parameter der Funktionen ED_norm.m und R_norm.m sind:
e 7: Berechnung der Norm findet bis zur Ndherungslosung y,.(t) statt
e pi: Berechnung der LP'-Norm

e po: Berechnung der LP2-Norm

Beispiel 1: fol #? — 22 — 2tz dt mit (0) = 0 und 2(1) = 0. Die exakte Losung lautet:

_ sin(t)
) = sin(1) b

Fiir die Herleitung der exakten Losung Z(t) siehe Appendix A. Anbei die graphi-
sche Darstellung der Norm des Fehlers ||Z(t) — y,(t)|| e fiir p € {2, 00} sowohl fiir

das Ritz’sche Verfahren als auch fiir das Endliche Differenzenverfahren.
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Abbildung 4.7.: Semi-logarithmische Darstellung der L?-Norm und der L*°-Norm des
Fehlers fiir das Ritz’sche Verfahren fiir Beispiel 1
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Abbildung 4.8.: Doppel-logarithmische Darstellung der L?-Norm und der L>®-Norm des
Fehlers fiir das Endliche Differenzenverfahren fiir Beispiel 1
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Aus Abbildung 4.7 ldsst sich durch den nahezu linearen Zusammenhang in der semi-
logarithmischen Darstellung vermuten, dass bei Betrachtung der L?-Norm und der L>-
Norm die Naherungslosung exponentiell gegen die exakte Losung konvergiert. Daher gilt

der folgende Zusammenhang fiir das Ritz’sche Verfahren:
12(8) = yn()Iz» < c- ™ (4.26)

wobei n der Diskretisierungsparameter ist und 8 und ¢ Konstanten, welche abhéngig
von der Wahl des Funktionals inklusive der Randbedingungen sowie der Norm sind. Die

Anwendung des Logarithmus auf beiden Seiten der Ungleichung fiihrt zu

log (|Z(t) — yn(t)llLr) < log(c) + Bn - log(e). (4.27)

Wenn wir nun log (||Z(t) — yn(t)||z») bzgl. n graphisch darstellen, so erhalten wir in
diesem Fall eine Gerade mit Steigung Slog(e) und fiir p € {2,00} und zwei beliebige
ni,ny € N ergibt sich 8 durch

_ log (2(t) = yn, (t)l|2r) — log (1Z() — yna (*)r)

b log(e) - (n1 —na)

(4.28)

Fiir n1 = 1 und ne = 9 erhalten wir die folgenden Werte:
o Br2=—-337firp=2
o [Bre = —3,35 fiir p = oo.
Dies wiirde somit einer Steigung in Abbildung 4.7 von fr2log(e) =~ 1,455 fiir p = 2 bzw.

Brelog(e) ~ 1,464 fiir p = oo entsprechen.

Bei Betrachtung der Norm des Fehlers des Endlichen Differenzenverfahrens erkennen
wir in Abbildung 4.8 néherungsweise eine Gerade, sofern wir log (||Z(t) — yn(t)||z») bzgl.
log(n) zeichnen. Dies bedeutet, dass man den Fehler der Naherungslosung y,(t) zur

exakten Losung Z(t) folgendermaflen abschitzen kann:

12() = yn()||Lr < ¢ n® (4.29)
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Wenden wir auf beiden Seiten den Logarithmus an, so erhalten wir
log ([[Z(t) — yn(t)|Lr) < log(c) + a - log(n). (4.30)

Wir wiirden demnach eine Steigung von « im Graph erkennen koénnen und fiir zwei

beliebige Punkte n1,no € N gilt

_ log (2(t) = yn, (#)l|1r) — log ([ Z(t) = yns (8)|2r)

“ log(n1) — log(n)

. (4.31)
In Abbildung 4.8 wiirden wir fiir nqy = 1 und ne = 9 folgende Werte fiir o und somit fiir
die Steigung im Schaubild bekommen:

o a2 =—146 flirp=2

® ayc = —1,37 fiir p = oc.

Beispiel 2: fol i? + 22 dt mit 2(0) = 1 und z(1) beliebig. Die exakte Losung lautet:
e el + c e’
e+el e+el

z(t) =

Fiir die Herleitung der exakten Losung Z(t) siehe Appendix A.
Anbei die graphische Darstellung der Norm des Fehlers ||Z(t) — y,,(t)||z» fiir p €
{2, 00} sowohl fiir das Ritz’sche Verfahren als auch fiir das Endliche Differenzen-

verfahren.
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Abbildung 4.9.: Semi-logarithmische Darstellung der L?-Norm und der L*°-Norm des
Fehlers fiir das Ritz’sche Verfahren fiir Beispiel 2
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Abbildung 4.10.: Doppel-logarithmische Darstellung der L?-Norm und der L*°-Norm des
Fehlers fiir das Endliche Differenzenverfahren fiir Beispiel 2
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Auch hier ldsst sich beim Ritz’schen Verfahren in Abbildung 4.9 einen linearen Zusam-
menhang zwischen log (||Z(t) — yn(t)||zr) und n vermuten, woraus sich &hnlich zu Ab-
bildung 4.7 eine exponentielle Konvergenz der Folge der Néherungslosungen {y, (t)}nen
schlieflen lasst. Mit ny = 1 und ng = 9 erhalten wir durch Einsetzen in Gleichung (4.28)
die folgenden Werte fiir 3:

o [Br2=-3,00fiirp=2
o [Bre = —2,99 fiir p = oo.

Somit betriigt die Steigung der Graphen in Abbildung 4.9 etwa (r2log(e) ~ —1,304 fiir
p =2 bzw. Bre~log(e) ~ —1,299 fiir p = co.

In Abbildung 4.10 hingegen wird log (||Z(t) — yn(t)||zr) bzgl. log(n) dargestellt, wobei
hier y,(t) die Ndherungslosung ist, welche aus dem Endlichen Differenzenverfahren ge-
wonnen wird. Wir erkennen polynomial lineare Konvergenz gem#f Ungleichung (4.29)

und erhalten hier die folgenden Werte fiir a:
e a2 = —0,87 fiir p =2

® arc = —0,81 fiir p= o0

Es scheint, dass bei den bisherigen Beispielen das Ritz’sche Verfahren exponentiell kon-
vergiert, wihrend das Endliche Differenzenverfahren nur polynomial linear konvergiert
und damit viel langsamer zu einer vergleichbar genauen Naherungslosung gelangt wie
das Ritz’sche Verfahren.

Vorteile bietet das Endliche Differenzenverfahren zum Beispiel bei Funktionen mit Ecken,
da durch das Ritz’sche Verfahren mit gegebenen glatten Funktionen nie eine Fcke repli-

ziert werden kann. Dieser Sachverhalt wird durch das folgende Beispiel klar.
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Beispiel 3: fil 22(1 — )% dt mit (—1) = 0 und z(1) = 1. Die exakte Losung lautet:

0, te|—-1,0
z(t) = | ]

t, t € (0,1],
Fiir die Herleitung der exakten Losung Z(t) siche Appendix B.
Zunichst ist einfach zu erkennen, dass I(z(t)) > 0V z(t) € ® gilt, d.h. eine Losung
Z(t) geniigt 1(z(t)) = 0. Wahlt man beim Endlichen Differenzenverfahren zunéchst
n ungerade, also n = 2k 4+ 1, k£ € N. Nun gilt

ti=1[-1,...,0,...,1].
TN
k k

Damit die Ndherungslosung y,, (t) des Endlichen Differenzenverfahrens einer Lésung

Z(t) entspricht, muss die folgende Gleichung erfiillt sein:

n

n 2

Tit1 — Xi Titl — T;
E f(ltz',él%itwr Z)(ti—&-l_ti):E a? (1—Z+ Z> (tiy1 —t;) = 0.
1=0

i+l — b ; tiv1 — 1
=0
#0

Z; —Z; . . .
Sl = 1 fiir 4 = 0,...,n gelten. Es ist
tz+1_t1

allerdings nur moglich die Losung Z(t) exakt zu replizieren, sofern gilt

Es muss also entweder x; = 0 oder

Jko€{0,1,...,n+1} : tg, = 0.

Man erkennt, dass fiir ungerade n = 2k+1 gilt: yor11(t) = 2(t) Vk € NV ¢ € [a,]].

Beim Ritz’schen Verfahren wird sich allerdings aufgrund der Glattheitseigenschaf-

ten der Nédherungslosungen nie ein ng finden, sodass die Funktionen gleich sind.

An der stiickweisen linearen Gestalt kann man feststellen, dass bei diesem Va-
riationsproblem das Endliche Differenzenverfahren bessere Naherungslésungen lie-
fert als das Ritz’sche Verfahren. Man erkennt hierbei deutlich den Nachteil des
Ritz’schen Verfahrens, und zwar die Nichtreplizierbarkeit von Ecken. Bei An-
wendung des Endlichen Differenzenverfahrens fiir gerade n € N entspricht die

Naherungslosung sogar der exakten Losung.
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4. Direkte Methoden der Variationsrechnung

Wir sehen deutlich, dass an diesem Beispiel das Ritz’sche Verfahren sehr viel schneller
konvergiert als das Endliche Differenzenverfahren.

Vorteile bietet das Endliche Differenzenverfahren zum Beispiel bei Funktionen mit Ecken,
da durch das Ritz’sche Verfahren mit gegebenen glatten Funktionen nie eine Ecke repli-

ziert werden kann.

78



5. Fazit

Ziel der vorliegenden Diplomarbeit war es, einen vollstéindigen und kompakten Uberblick
iiber verschiedene Lésungsmoglichkeiten im Bereich der Variationsrechnung zu geben
und diese moglichst effizient zu implementieren. Desweiteren war wichtig zu sehen, un-
ter welchen Bedingungen und in welchen R&umen iiberhaupt Losungen fiir gewisse Va-
riationsprobleme existieren und durch welche Verfahren man diese durch vorgegebene

Algorithmen 16sen kann.

Grundsiétzlich unterscheidet man zwei verschiedene Verfahren, um zur Losung eines Va-
riationsproblems zu gelangen. Einerseits ist dies iiber die in Kapitel 2 diskutierten Euler-
schen Differentialgleichungen moglich, sofern diese - abhéingig vom Variationsfunktional
- explizit nach der gesuchten Funktion Z(t) losbar sind. AuBerdem kann fiir ein einfaches
Variationsproblem auch mit numerischen Methoden eine Folge von N&herungslosungen
{yn(t)} konstruiert werden, welche gegen eine potentielle exakte Losung konvergiert.
Hierfiir stehen zwei zentrale Verfahren im Mittelpunkt dieser Diplomarbeit: die Ritz’sche
Methode, welche die Losungsfunktion als Linearkombination von glatten Funktionen ap-
proximiert; und das Endliche Differenzenverfahren, wohingegen die Losung als Polygon-
zug dargestellt und optimiert wird. Mit beiden vorgestellten Verfahren kénnen sowohl
Variationsprobleme mit beidseitig gegebenen Randbedingungen als auch mit natiirlichen
und transversalen Randbedingungen gelost werden. Wihrend das Ritz’sche Verfahren
seine Vorteile in der Konvergenzgeschwindigkeit hat, besitzt das Endliche Differenzen-
verfahren seine Stérken bei Variationsproblemen, deren Losungsfunktion nur stiickweise

differenzierbar ist und somit Ecken hat.

Beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit haben wir herausgefunden, dass das Ritz’sche
Verfahren vermutlich exponentiell konvergiert und sich somit die Norm des Fehlers
lyn(t) — Z(t)||zr bei gegebenem Diskretisierungsparameter n durch c - " abschitzen

lasst. Das Endliche Differenzenverfahren scheint ,nur“ ndherungsweise polynomial li-
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near zu konvergieren und der Fehler ldsst sich somit durch ¢ - n® abschétzen. Je nach
Variationsproblem und somit abhingig von den Randbedingungen und dem Variati-
onsfunktional ergeben sich unterschiedliche Werte fiir die Konstanten «, 8 und ¢, die

ebenfalls von der Wahl der geeigneten Norm abhéngen.

Selbstverstandlich fithren numerische Methoden nur zum Erfolg, sofern iiberhaupt eine
Losung eines Variationsproblems existiert. Hierfiir konnten wir fiir die Klasse der kon-
vexen Variationsprobleme hinreichende Bedingungen erarbeiten, um die Existenz einer
Losung zu garantieren. Hier beschéftigten wir uns grofiteils mit halbstetigen, konvexen
Funktionalen in Sobolevraumen, da in diesen Riaumen geeignete Kompaktheitskriterien
konsturiert werden kénnen. Wir wissen nun, dass bei Forderung von Unterhalbstetigkeit,
Konvexitdt und Koerzivitiat des Variationsfunktionals die Existenz einer Losung garan-
tiert werden kann. So existiert sogar eine eindeutige Losung, sofern wir strikte Konvexitét
fordern. Liegt uns also ein Variationsproblem vor, so sollte im Idealfall zunéchst gepriift
werden, ob iiberhaupt eine Losung existiert, um die Anwendung der numerischen Verfah-
ren R.m und ED.m problemlos durchfithren zu kénnen. Selbstversténdlich ist es ebenfalls
moglich, hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von Losungen fiir nichtkonvexe Va-

riationsprobleme herauszuarbeiten, was Thema einer anschliefenden Arbeit sein kann.

Dass numerische Verfahren zur Bestimmung der Losung nicht bei jedem Variations-
problem anwendbar sind, erkennen wir an den in Kapitel 2 betrachteten Beispielen. So
kénnen z.B. Variationsprobleme mit isoperimetrischen Nebenbedingungen! nicht mittels
numerischer Algorithmen gel6st werden; hier muss der Weg direkt iiber die Differential-
gleichung gegangen werden. Dasselbe gilt fiir das Brachistochronen-Problem. Auch hier
fiihren die klassischen Methoden zu einer Losung, welche sich als Zykloidenbogen durch
Start- und Endpunkt darstellen lisst.?

Es ldsst sich abschlieflend sagen, dass man bei einem Variationsproblem mit unbekannter
Losung zunichst nicht weifl, ob das Ritz’sche Verfahren oder das Endliche Differenzen-
verfahren Vorteile bietet. Daher wiirde es sich anbieten, die beiden Algorithmen R.m und
ED.m in Matlab bis zu einer hinreichend genauen Néherungslosung zu durchlaufen, um

anschliefend eventuell die Gestalt der Losung erkennen zu kénnen.

!siehe z.B. das Problem der Dido in Abschnitt 2.1.2.
2Herleitung der Lésung in Form eines Zykloidenbogens siehe Appendix B.
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Herleitung fiir die exakte Lésung des Variationsproblems auf S.70:
1
/ (&% — 22 — 2tx) dt mit z(0) = 0, z(1) = 0.
0
Mittels der Eulerschen Differentialgleichung (2.13) folgt

0
—2r=-2x—-2t = 2x=-2x—-2t = I=-—x-—¢t.

ot
Fin Fundamentalsystem der Differentialgleichung & = —x ist gegeben durch
sin(t), cos(t) und da zusitzlich gilt g—;t = 0 hat die Losung z(t) die folgende
Gestalt:

Z(t) = cysin(t) + cocos(t) — t.

Aus den Randbedingungen ergeben sich nun

S

0)=0 = =0
1

1) = in(l) —1= = .
(1)=0 = ¢sin(l) 0 = a sin(1)

I

Die exakte Losung Z(t) des Variationsproblems lautet

_ sin(t)
=St
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Herleitung fiir die exakte Lésung des Variationsproblems auf S.73:
1
/ (&2 4+ 2%) dt mit z(0) = 1, (1) beliebig.
0

Eulersche Differentialgleichung fiithrt zu

0
—2r=2rx = 2i=2x = I=ux.
ot

t

Ein Fundamentalsystem dieser Differentialgleichung ist gegeben durch e’, e~ und

daher hat die Losung z(t) folgende Gestalt:

T(t) = cre’ + coe ™",

Aus der Randbedingung z(0) = 1 ergibt sich nun
.T(O):l = c1+c=1.
Durch die natiirliche Randbedingung fiir z(1) folgt

0= fa(l,2(1),2(1)) =2&(1) = #(1)=0
=i(l)=ce—ce =0 = ce=(1—-c))e”
1 1 e - e

2
Sel="-1 = ¢=——=1- = .
c1 e2+1 e+e 1 e+el

1

Hieraus ergibt sich die exakte Losung

e

t € —t
—€+€_1)e + )

e
et+e !

Z(t) = (1
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Herleitung fiir die exakte Lésung des Variationsproblems auf S.76:
1
/ 2%(1 — )2 dt mit 2(—1) = 0 und z(1) = 1.
-1
Da ein autonomes Variationsproblem vorliegt, gilt nach S.14:
Zfy — f = const.
—  ix?(-2+2i&) — 2*(1 — #)% = const.
— 2%(4? - 1) = const.
Mit der gegebenen Randbedingung x(—1) = 0 folgt ¢ = 0 und daraus folgt x(t) = 0
oder #(t) = +1.
= Losung z(t) hat eine Ecke an der Stelle tg = 0

0,t€[—1,0]
t,t € (0,1]

= I(t) =
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B. Appendix: Losung des
Brachistochronen-Problems

Um zu einer Losung des Brachistochronenproblems

I(y(x)) = /$2 \/215#(7;\/ 14 ¢/(z)?de — min

zu gelangen, geht man den Weg iiber die Eulersche Differentialgleichung. Aufgrund der

Gestalt als autonomes Variationsproblem folgt aus (y'f,, — f) = const.

! 1 2y/ 1 2
y - - Vi+y© =
V299 2\/1+y? 29y c

y'” T agy
= (/2— 1—|—y/2> ==
V1+y ¢
14 14 14
1-— 1 2
Yy 2_2y/2+1_’_y/2: Yy 2+ y2: 2:#
1+y 1+y* 1+y 1+ c

2\
<:>y<1+y/>:%.

Diese Differentialgleichung beschreibt eine Zykloidenbahn, wobei die Parameterdarstel-

lung mit den Anfangswerten z(0) = 1 und y(0) = y; wie folgt aussieht:

2
2(t) = 21 + Z—g(t — sin(t))
2
y(t) =y — @(1 — cos(t)).
Die Konstante ¢ muss nun so gewihlt werden, dass der Zykloidenbogen mit Radius %
durch den Endpunkt (z2,y2) geht. Sind sowohl Start- und Endpunkt gegeben, so kann

durch die beiden Gleichungen ebenfalls die kiirzeste Durchlaufzeit t* berechnet werden.
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