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Aufgabe 10 (Diagonaldominanz) (4 Punkte)

Zeigen Sie: Ist eine Matrix A € R™*" strikt diagonal dominant, so ist sie auch invertierbar.
Loésung

Sei A = (ai,...,ay) wobei a; die Spalten von A sind mit
a4
a; =
Qng
Wir zeigen, dass aq, ..., a, linearunabhéngig sind. Sei dafiir \1,..., A\, € R mit

a1 ... \pa, =0 (1)
Wihle m € {1,...,n} so, dass gilt:

Al > M| Ve=1,...,n
Daraus folgt

AmQmm + Z MG = 0 (m-te Zeile von (1))
k#m

Annahme: Sei A\, # 0 daraus folgt:

A |amm| = | Z Ak@mi| < Z [ Akl[@mk| < [Am] Z |ami| < [Am||@mm]
k#m k#m k#m

Dies ist ein Widerspruch. Daraus folgt, dass A\, = 0 und damit ist
A, =0 Vek=1,...,n

Somit sind die Spalten aq, ..., a, von A linearunabhéngig.

Aufgabe 11 (Cholesky-Zerlegung) (343 Punkte)
Bestimmen sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix A mit

1 2 1
A=|2 8 2], b=(4,12,8)7.
1 2 2

und 16sen Sie das Gleichungssystem Ax = b mit Vorwérts- und Riickwértseinsetzen.
Losung: Es gilt

kili 111:((111)1/2:1
) 1
1 =2: 121:—0,21:2
lll
1
I31 = 7081 = 1
11
k:2: 122:(0,227151)1/2:(874)1/2:2

. 1 1
1=3: 132:—((132—131121):—(2—1~2):0
l22 2

k=3: lsg = (ass — ((Is1)* + (132)*)/* = (2 =1 -0)"/* =1



Damit ergibt sich

10 0 1 2 1
L=|2 20 und LT=10 2 0
1 0 1 0 0 1

Mit Vorwirtseinsetzen erhalten wir fiir Ly = b die Losung y = (4,2,4). Durch Vorwirtseinsetzen erhalten wir analog
r=(-2,1,4)T.

Aufgabe 12 (QR-Zerlegung) (444 Punkte)

(a) Gegeben sei eine regulire Matrix A € R"*". Zeigen Sie, dass die QR-Zerlegung A = QR unter der Normierungs-
bedingung r;; > 0,7 = 1, ..., n eindeutig bestimmt ist.

(b) Gegeben sei die QR-Zerlegung der Matrix A € R**2 durch

-3 3 -3 3 -2 -5
1{-3 1 -1 -5 0 -3
Q*E -3 1 5 11 f= 0 0
-3 -5 -1 1 0 0

und der Vektor b = (1,2,1,1)T. Losen Sie mit der QR-Zerlegung das Minimierungsproblem
min ||Az — b,
zeR?
sodass der Losungsvektor x die minimale Norm besitzt (dadurch ist der Vektor x eindeutig bestimmt). Geben Sie
zusatzlich die Norm des Residuums an.
Losung:

(a) Wir nehmen an, es gebe zwei QR-Zerlegungen: A = Q1 Ry und A = Q2Ry mit Tg) >0,i=1,...,n,7=1,2. Da
A quadratisch ist und r; > 0 gilt, sind R; und Ry invertierbare obere Dreiecksmatrizen. Es gilt

A=0Q1R1 = Q2R
Q1= Q2R2Ry?
QIQ1 = RoRy!
Weiter gilt:
Q:=0QTQ, = Rngl rechte obere Dreiecksmatrix

QT =QTQy = RiR," rechte obere Dreiecksmatrix
Wegen

Q"Q = R\R;'RyRy =1
(2

ist @ orthogonal und diagonal mit |\;| = 1 auf der Diagonalen. Aus QR; = R» folgt )\irgil ) = [gn
Vorraussetzung). Somit A; € R und \; = 1. Also ist Q = I, d.h.

) >0 (nach

Ri=Ry, Qi=AR{"'=AR;'=Q;
Somit ist die QR-Zerlegung mit der Normierungsbedingung eindeutig.
(b) Es gilt
min ||Az — b|| = min ||QT Az — QTb|| = min |Rz — QT|,
z€ER2 rER? z€ER2
wobei QTb = (=5/2,1/6,—1/6,—5/6)T. Damit ergibt sich durch Riickwiirtseinsetzen zo = —1/18, 21 = 25/18.
Die Norm des Residuums Az — b erhalten wir durch

| Az — b = ||(~1/6, 5/6)T]|| = 781/919.



Aufgabe 13 (Matlab) (8 Punkte)

(a) Schreiben Sie eine Funktion L=cholesky(A), die die Cholesky-Zerlegung der Matrix A berechnet. Die Funktion
soll zu Beginn priifen, ob die Matrix A symmetrisch ist und die notwendigen Kriterien aus Satz 3.6.3 ii) und
iii) fiir die positive Definitheit erfiillt sind. Falls diese nicht erfiillt sind soll das Programm eine Fehlermeldung
ausgeben und abbrechen.
Da die oben genannten Kriterien nicht hinreichend fiir die positive Definitheit der Matrix A sind, kann es immer
noch sein, dass die Cholesky-Zerlegung nicht existiert. Das Verfahren soll abbrechen, sobald fest steht, dass A
nicht positiv definit ist.

(b) Schreiben Sie ein Skript main.m das die Cholesky-Zerlegung von

1 -1 0 1 2 1 1 2 1
A= -1 1 1|, A=[211], 4=|2 8 2
0 -1 2 11 2 1 2 2

berechnet und erklédren sie das Ergebnis.

Drucken sie den Code sowie das Schaubilder aus und geben Sie diese mit ab. Senden Sie aufierdem alle Funktionen in
einer Email an folgende Adresse

angewandtenumerik@gmail.com
Betreff: Blatt03, Namel Vornamel, Name2 Vorname?2



