LINEARE AUSGLEICHSPROBLEME

Beispiel 5.0.1 Bestimmung eines unbekannten Widerstands = aus Messungen fiir die Stromstarke
t und die Spannung b. Angenommen, es liegen m Messungen (b;,t;),i = 1,...,m, mitm > 1,

t

)b X

Abb. 5.1: Widerstandsbestimmung aus Messungen fiir Spannung und Stromstérke.

fiir Spannung und Stromstérke vor. Das Ohm’sche Gesetz aus der Physik besagt: b = tx, also
bi:tix, izl,...,m. (51)

Da die Messdaten in der Regel (Mess-)Fehler beinhalten, kann man (5.1) nicht exakt fiir alle 7
erfiillen. Gesucht ist jetzt also ein Widerstand x, der ,,moglichst gut* zu den Messdaten passt.

Motivation: Gesucht ist eine Gerade g(z) = ax + b, deren y-Werte den kleinsten Quadratsum-
menabstand zu den vorgegebenen Daten (z;, f(z;)), 4 = 1,...,n haben, die sogenannte Aus-
gleichsgerade. Die geometrische Veranschaulichung dazu ist in der nachfolgenden Abbildung
dargestellt.

O----

Abb. 5.2: Die Ausgleichsgerade, die die Quadratsumme der Abstinde minimiert

5.1 Die Methode der kleinsten Quadrate

GemiB obiger Motivation gilt es zu gegebenen Punktepaaren (x1, f1), (z2, f2), ..., (zn, fn) die
in der Geradengleichung g(z) = mx + b freien Parameter m und b so zu bestimmen, dass gilt

n

F(m,b) =" (g(a:) = £;)* — min,

i=1
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oder in alternativer Formulierung

b 2
min A< > —d ‘ ,
(b,m)€ER? m 2
wobei wir nachfolgende Definitionen verwenden
12y fi
A= |, d=1] :
1z, fn

Hierzu bilden wir alle partiellen Ableitungen bzgl. m und b, woraus sich dann die kritischen Punkte
der Funktion F'(m, b) wie folgt berechnen

VEF(m,b) = (% F % F) -0,

Im vorliegenden Fall erhalten wir damit

0 " !
o Flm.b) = 2121(mxi+b—fi)-1_0,

0 = !
%F(m,b) = 2;(mxi+b—fi)~xi:0.

Diese beiden Bestimmungsgleichungen konnen auch wie folgt geschrieben werden
() -d) = o
m
b
(a(y)-a) = o
m

wobei 1 = (1,...,1)T € R?und = = (x1,...,7,) € R" seien.
Es gilt also

0,
m

(a()) - a) =0

Zusammengefasst folgt fiir potentielle Minimalstellen

VE(m,b)=0 = 1T(A<b> —d)

T

WE)-=(2) = f2)-

Bemerkung 5.1.1 Falls in einem linearen Gleichungssystem die Anzahl der Gleichungen die der
Unbekannten iibersteigen sollte (wie es im vorliegenden Fall bei Az = d ist), so nennen wir
das System tiberbestimmt und konnen es in der Regel nicht exakt 16sen. Deshalb betrachten wir
sinnvollerweise das Ausgleichsproblem der Gauischen Normalengleichung

AT Az = ATd (5.2)

und erhalten dafiir genau dann eine eindeutige Losung, falls A vollen Rang besitzt.
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Bemerkung 5.1.2 Als einfiihrendes Beispiel haben wir uns auf die Betrachtung von linear un-
abhingigen Basisvektoren des [Py in der Darstellung von g beschrinkt, d.h. 1, x. Als Nichstes
werden wir zu allgemeineren Funktionen in der Funktionsvorschrift von g iibergehen, wie etwa

g(z) = aexp(x) + bexp(—x) + clog(x).

Damit erhalten wir folgendes Minimierungsproblem bei bekannten Daten (z;, f;) (i = 1,...,n)
n
> (g(as) = ;)" — min,
i=1
welches wir vollig analog zu obigem Verfahren als Normalengleichung in der Form

1 —x1

a e e log x fi
ATA| b | =ATd, mitA=| : : und d =

et log g, fn

€ &

interpretieren kénnen. Je komplexer also die Funktionsvorschrift von g, desto aufwendiger wird
auch das Losen der GauBischen Normalengleichung (5.2). Im Folgenden werden wir ein Verfahren
bereitstellen, das eine numerisch stabile und effiziente Losung des Ausgleichsproblems garantiert.

5.2 Die QR-Zerlegung

Definition 5.2.1 Eine quadratische Matrix (Q € R"*™ heil}t orthogonal, talls gilt:
QQT=QTQ =1

Weiterhin bezeichne ||z|| die vom Euklidschen Skalarprodukt im R" induzierte Norm, vgl. An-
hang B. Dariiber hinaus halten wir noch fest, dass orthogonale Abbildungen stets lingen- und
winkeltreu sind, dass also gilt

1Qz[* = (Q2)" Qz = 2" QTQz = ax = [|z[|*, dh. |Qz|| = [|].

Motivation: Zur Losung des Minimierungsproblems min,cgn || Az — b||? setzen wir voraus, dass
u A€ R™™ (g A =n < m) stets eine Zerlegung A = QR existiert, wobei ) € R™*™
orthogonal ist und R € R™*" folgende Gestalt besitzt

R stellt dabei eine reguldre obere Dreiecksmatrix dar. Damit konnen wir unser bisheriges Mini-
mierungsproblem wie folgt modifizieren (beachte die Faktorisierung A = QR):

min ||Az — b||*> = min ||QT (Az — b)||?> = min |Rz — Q7|
rzeR? zeR? zeR?

Hierbei weisen wir vor allen Dingen nochmals auf die Gestalt von R hin:

* % b
Rz = -xr = ! :QTb

0 ba
Dieser Faktorisierungsansatz fiihrt uns nun zu folgenden Fragen:
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e Zu welchen Matrizen A € R™*™ existiert eine derartige QR-Zerlegung?

e Wie bestimmen wir eine solche Zerlegung moglichst effizient?

Satz 5.2.2 Zu jeder Matrix A € R™*"™ mit Maximalrang n < m existiert eine orthogonale Matrix
Q € R™*™ derart, dass

R>’ ﬁ c RMX"

A=QR mitRz(O

gilt, wobei R eine reguliire obere Dreiecksmatrix darstellt.

Beweis. Der Kern des Beweises liegt in der Verwendung von orthogonalen Drehmatrizen der Form

p—te Spalte
q—te Spalte

(5.3)

Ccos @ sin © p—te Zeile

Up,q;0) =
. q—te Zeile
—sinp Cos ¢ gt

0 1

Die Orthogonalitéit von U (p, g; ¢) ergibt sich unmittelbar, denn es gilt U (p,q;0)-U(p,q;0) = 1.
Das Produkt A := UT (p, q; p) - A liefert dagegen fiir j = 1,...,n

3 3
: s
) )
3 3
A 5
ar Q1n
1 0
ap_lvl e ap_17n
Ap1 COS P — Ag1 SINY -+ Apy COS P — Agp SIN P
Cos —sinp api1,1 Apiin
.A — . .
sin CoS (p (g—1,1 Ag-1,n
. ap1SINY + Ag1 COSY -+ Apy SIN Y + agp COS
0 1 (g+1,1 o Gg+1,n
am1 to Amn

Demzufolge werden die Zeilen p und ¢ von A durch Linearkombinationen der cos- und sin-Terme

ersetzt.
Die sukzessive Multiplikation der Matrix A von links mit Rotationsmatrizen U7 (p, ¢; ) (¢ dabei
so gewihlt, dass a4, = 0) mit den Rotationsindexpaaren

(1,2),(1,3),...,(1,m),(2,3),(2,4),...,(2,m),(3,4), ..., (n,m)
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eliminiert dann die Matrixelemente a2 1,a31, ..., m . Sukzessive werden dabei unterhalb des
Diagonalelements Nullen erzeugt. Nach k := %n(Zm —n — 1) Transformationsschritten gilt dann
A = QR mit

Ul - UTUFA=QTA=R oder A=QR.

Da die orthogonale Matrix () regulér ist, ist der Rang von A und der Rang von R gleich n und
folglich ist die Rechtecksdreiecksmatrix R reguldr, da A nach Voraussetzung Maximalrang hat.
0

Der soeben erbrachte Existenzbeweis ist rein konstruktiv und liefert damit eine erste Moglichkeit
eine Zerlegung () R zu bestimmen. Wir unterscheiden die folgenden beiden Vorgehensweisen:

e Givens'-Rotation,

¢ Householder’-Spiegelung.

5.3 Givens-Rotationen

Es bezeichne im Folgenden stets ¢ := cos ¢ und s := sin (. Die Grundidee der Givens-Rotation
besteht darin, durch die Multiplikation mit einer geeigneten orthogonalen (Dreh-)Matrix einen
Vektor x € R™ so zu drehen, dass moglichst viele seiner Komponenten verschwinden.

Im Falle (a,b) € R? werden wir also ¢, s € R so bestimmen, dass gilt

c s a\ [
-5 ¢ b ) \0)°
Setzen wir zuerst a, b # 0 voraus. Wir erhalten damit folgende Gleichung
as = bc (54)

und mit 52 + ¢? = 1 gilt

)

r? = (ac+ bs)? = a*c® + abes + abes + b2s? D 0262 4 0252 4 522 + b2s2 = a2 + b2

Weiter ergibt sich fiir a # 0

1 b
ac+bs=r=c=—(r—bs) as——(r—bs)=0

=
a a
o als—br4+b2s=0
& br=(a®+b)s
o s br (r?=a®-+b?) b
a’?+b? r

Und damit erhalten wir dann auch fiir b # 0

a a
bc=as = c=—-5s=——

b T
Offen ist noch die Wahl des Vorzeichens des Vorzeichens » = =£+/a? + b?2. Setzen wir
r = sign(a)va? + b2, so folgt ¢ > 0, falls a # 0, und fiir @ = 0 setzen wirc = Ound s = —1.
Somit sind auch s und c fiir die anderen Spezialfille b = 0 und a = b = 0 wohldefiniert. Damit

'Givens, W.
2Householder, A.
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gilt (obwohl der Winkel bisher gar nicht explizit genannt wurde) ¢ € (—%, | und somit lasst sich
cos o eindeutig aus sin ¢ mit cos ¢ = /1 — sin? ¢ bestimmen.

Seien p und g zwei Zeilenindizes von A. Zur Eliminierung des Matrixelements a, ; gehen wir
daher wie folgt vor:

|ap,j

: _ .

Falls ap; #0: cosgp = : =
\V p,j + Aq,j

- Sign(%a‘) Qq,j

sinp = ,
/2 2
Ay T g
ap; =0: cosp = 0, sinp=1.

Da sich cos ¢ aus sin ¢ bestimmen lésst, ermoglicht das Verfahren eine effiziente Speicherung,
denn es geniigt sin ¢ an den entsprechenden freiwerdenden Stellen in A abzulegen:

1 1 2
(0) (0) ag,% ’ 1 e agigz ag,% 1
@11 A1n sin g 1 a;,% a;,y)z sin o 1 a;é
0) (0) (0) : (2)
A - Slm m - e
Qg Qg2 Ay n Qg1 Qg2
(0) (0) : : :
am,l a’m:n 0 0 0
@ O, o0,
3 3 —1 —1
A T
singyy al) - al) sinpa1 aby o ag,
sin @ . L® i @ )
¥3,1 agz2 asn S 3,1 as o asp
~ sin 3 .. (3) ~ : (C) R (3) ~
P41 Qg2 A4 n S P41 Qg2 Ay n
: : : A
0 0 . -1 —1
0 a0, sinpmy ol . oy

Die (Q R-Zerlegung liefert also ()R in kompakter Form, gespeichert in A.
Der Aufwand dieser Vorgehensweise liegt bei ungefihr O(n3) Operationen.

Bemerkung 5.3.1 Die Multiplikation eines gegebenen Vektors x € R™ mit der Drehmatrix
U(p, q; ) ist dquivalent zur Drehung von x um einen Winkel ¢ entgegen dem Uhrzeigersinn in

der Koordinatenebene. Vergleiche hierzu die nachfolgende Abbildung, die diesen geometrischen
Sachverhalt verdeutlicht:
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